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INTRODUCCION

Uno de los ejes de contenidos del Diseno Currésl<a<rgurisdiccional o o
de la Provincia de Corrientes, para el Ciclo Basico del Nivel Secun-
dario, corresponde al de Algebra y Funciones. Al respecto, se
enuncian las expectativas que se pretenden alcanzar:

1er ANO:

® Utilizar los simbolos y representaciones graficas para expresar
relaciones, en especial las funciones de proporcionalidad en situa-
ciones concretas y en diversos contextos, iniciando gradual y pau-
latinamente el proceso de modelizacion matematica.

EN 2do ANO:

Utilizar los simbolos y representaciones graficas para expresar
generalizaciones, relaciones y funciones en diversos contextos,
continuando progresivamente con el proceso de modelizacion
matemadtica iniciado.

En 3°f afno:

® Explorar regularidades, argumentar sobre la validez de las
formulas que dan cuenta de dichas regularidades.

® Modelizar las variaciones lineales expresadas mediante gradfi-
cos y/o férmulas, en situaciones problemdticas de diferentes con-
textos.

Se espera que los profesores propongan situaciones problema-
ticas que requieran entre otros aspectos:

@® Modelizar variaciones uniformes y expresarlas eligiendo la
representacion mas adecuada a la situacion.

@® Enunciar formulas para representar regularidades numeéricas
en N y analizar sus equivalencias.

@® Interpretar relaciones entre variables en tablas, grdficos y
formulas en diversos contextos (regularidades numéricas, propor-
cionalidad directa e inversa).

® Explorar, conjeturar y validar sobre las propiedades de las fun-
ciones de proporcionalidad directa (variacion uniforme, origen en
el cero).

® Expresar algebraicamente de diferentes maneras, establecien-
do posteriormente las equivalencias que definen la situacion con-
creta, diferencidndolas de las que derivan de las propiedades

numeéricas establecidas.

Este primer documento se centrard en situaciones problematicas que implican modeliza-
ciones algebraicas, en particular la produccién de formulas para representar regularida-
des numeéricas, situado en el terreno del algebra y sus relaciones con la aritmética, aten-
diendo a que la experiencia principal de los estudiantes del nivel secundario se encuentra
en el campo de la aritmética y es sobre la base de estos conocimientos que se construiran
los algebraicos. En un segundo documento se focalizara el estudio matematico de estos
temas, para el Ciclo Orientado y se avanzara con los contenidos referidos a las funciones.
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Las propuestas de trabajo para el nivel
secundario de los Ultimos afos, tanto
en los materiales de desarrollo curri-
cular como en los libros de textos,
plantean la necesidad de pensar la
ensefanza en términos de articulacio-
nes y pasajes de un conocimiento a
otro. Este pasaje no sucede sin dificul-
tades para los estudiantes, se trata de
obstaculos epistemoldgicos, es decir
relativos al conocimiento mismo que,
una vez superados, seran la “muestra”
del aprendizaje de un nuevo conoci-
miento. Uno de los importantes, es el
pasaje de los modelos lineales a los
modelos cuadraticos y que, incluso,
tienen una raiz ya en la escuela prima-
ria, en el tratamiento del producto de
numeros naturales.

Ahora bien, para disenar o seleccio-
nar propuestas de ensefanza, se
puede partir de problematizar esa
articulacion, tarea que conduce a ana-
lizar el comportamiento de modelos
cuadraticos a diferencia de los linea-
les, tanto desde el punto de vista de la
matematica involucrada en ambos,
como desde las concepciones de los
estudiantes de secundaria, respecto
de los modelos lineales al momento
de enfrentarse a problemas que invo-
lucran modelos cuadraticos. Asi tam-
bién, es necesario preguntarse qué
conocimientos requieren los estu-
diantes para tratar con los problemas
gue varian cuadraticamente y al
mismo tiempo en qué medida los
conocimientos sobre “lo lineal”
pueden influir en la construccidén con-
ceptual de “lo cuadratico”.

En la busqueda de respuestas y
teniendo en cuenta los conocimientos
previos posibles de los estudiantes, se
encuentran filiaciones en el campo de
la aritmética con el pasaje de la adicion
a la multiplicacion de numeros natura-
les, al igual que con la variacion del
area de figuras como el rectangulo, en
funcién de sus lados. Asimismo, los

SOBRE EL ESTUDIO DE LA VARIACION LINEAL
Y CUADRATICA EN CONTEXTOS ARITMETICOS

problemas de conteo de colecciones,
son otro contexto apropiado para
tratar este pasaje, como se vera en este
documento.

En el tratamiento de la multiplica-
cion en la escuela -sobre todo la escue-
la primaria- se prioriza, en general, el
algoritmo de resolucion y no sus pro-
piedades. Por otro lado, definir a la
multiplicaciéon como una suma reitera-
da - como sucede en muchos casos -
enfatiza aun mas la dificultad de los
estudiantes para distinguir las diferen-
cias de funcionamiento entre estas
dos operaciones.

Del mismo modo, el tratamiento del
area se centra en su formula de calculo
y no es frecuente el estudio de su varia-
cion en funcion de la variacion de los
lados. Se puede senalar la importancia
de analizar, por ejemplo, la co-variacion
del perimetroy area de rectangulos. En
particular, establecer que el area varia
linealmente (proporcional) en cada
variable, pero no es asi al hacer variar
las dos dimensiones involucradas en el
calculo; si, por ejemplo, se duplican los
lados en un rectangulo, el perimetro se
incrementara en la misma proporcion,
es decir se duplicara, sin embargo, el
area no variard de la misma manera,
sino que se cuadruplicara.

Otros tipos de problemas que permi-
ten el trabajo con lo lineal y lo cuadrati-
co, son aquellos en los que se trata de
contar colecciones. Son actividades
gue habilitan, en principio, una intro-
duccion al algebra via la generaliza-
cion y se centran en encontrar una
formula para determinar el total de
elementos en el lugar “n" de una colec-
cion que ha sido construida iterativa-
mente siguiendo una cierta regulari-
dad. Estos problemas pueden aludir a
variaciones lineales o cuadraticas,
dependiendo precisamente de |la
regularidad en cdémo se conforma
cada coleccion al hacer variar algun
elemento de la misma.




Esinteresante proponer a los estudiantes este tipo de problemas
y analizar las diferencias entre uno y otro tipo de variacion y no de
manera independiente tal como se realiza habitualmente.

En este documento se incluye y analiza una secuencia de activi-
dades alrededor de un problema de conteo de colecciones que o o
varia linealmente, asi como otras variantes del mismo incorporan-
do ademads, respuestas probables de los estudiantes a los proble-
mas, a modo de anticipacién de los posibles para las clases. Asi
también, se analizan algunas cuestiones sobre la gestion de la
clase, a partir de los registros de éstas, donde se trabajoé con este
problema y las respuestas, con el objetivo de aportar informacion
sobre lo que sucede efectivamente en las aulas y el modo de ges-
tionar que es necesario considerar.

Se incorporan sugerencias de actividades que colaboran en este
mismo sentido y que constituyen un preludio, necesario, a la discu-
sion sobre las diferencias con los modelos cuadraticos. .

A continuacidn, se plantea la comparacién entre dos problemas
de conteo de colecciones, en apariencia similares, con el objetivo ‘
de contrastarlos para elaborar conclusiones con los estudiantes, .
respecto de las diferencias entre los dos modelos, para luego pro-
fundizar sobre los modelos cuadraticos a partir de sugerencias de
problemas para su tratamiento.

Finalmente, se dedica un apartado al analisis de actividades
relacionadas con el producto de nimeros naturales tal lo enuncia-
do anteriormente para ilustrar la relacién con este tema.

UN PRIMER PROBLEMA DE VARIACION LINEAL

El trabajo con los estudiantes del secundario sobre el pasaje de lo
lineal a lo cuadratico, es un largo camino que puede incluir en sus
inicios la resolucion de problemas, que impliquen también un
pasaje de la aritmética al dlgebra en contextos discretos como el
gue se plantea aqui.

En este primer problema, el objetivo es que los estudiantes
aprendan a armar formulas para contar colecciones que respondan
a un modelo lineal y puede tener distintas variantes en su disefo.

Es absolutamente necesario que continlden con otros problemas
del mismo tema, antes de plantearles la resolucion de otros que ya
Nno se comportarian del mismo modo, sino que responderan a un
modelo cuadratico.

Todos los problemas que se presentan, plantean una propuesta
de aprendizaje, es decir, no hay una explicacion previa por parte
del docente ni desarrollos tedricos, sino que la interaccion de los
estudiantes con los problemas y la gestion pertinente del docente
posibilitara su logro.




. PROBLEMA1

Fase 1: Familiarizacién con el problema
° ¢ Consigna para los estudiantes: £En un lugar de alquiler para even-
tos se incluyen mesas y sillas como parte del alquiler y cada mesa
tiene capacidad para 6 personas. En el siguiente esquema se
representa la mesa con un rectangulo y con “°” cada una de los
asientos, tal como se disponen en cada mesa:

O O
o |[e
O O

a‘ Para el casamiento de Andrés y Lucia se disponen las mesas
una a continuacion de la otra como puede observarse en el
siguiente esquema. Si la “° “indica un asiento para una sola per-
sona ¢cudntas personas podrdan sentarse alrededor de estas

mesas?
o O o O o O o O o O O O O O O O O O O O
o [ [ I T T T T I T  Ige
O O O O O O O O O O O O O

o O o O o O O

b‘Puesta en comun de las producciones de los estudiantes.

C‘ Si la cantidad de mesas fueran 31. Calcular cudntas personas
podrdn sentarse alrededor de las mesas.

d Puesta en comun de las producciones grupales.

Fase 2: Formulacién de un procedimiento de calculo

Consigna para los estudiantes: £En /a clase anterior se discutid y
se acordod cudles eran los métodos que servian para calcular la
cantidad de personas que se pueden sentar alrededor de las 31
mesas. Ahora tienen que explicar por escrito como seria el método
para calcular la cantidad de personas que se pueden sentar cual-

ﬂii iiitidad de mesas. Pueden usar una o varias frases.

Fase 3: Escritura de una formula
Consigna para los estudiantes: Ahora van a buscar una formula

para poder calcular la cantidad de personas sentadas para cual-
quier cantidad de mesas. (Los grupos cuyas formulaciones han
sido rechazadas trabajan sobre alguna de las otras formulaciones).




ANALISIS Y PUESTA EN PRACTICA . .
de las distintas fases en clases del secundario

Se analizan a continuacion cada una de las decisiones tomadas en °

la secuencia indicada con Fases, junto con las posibles respuestas

de los estudiantes y otras que efectivamente se dieron en una e
clase. Se aporta también informacidn sobre el rol del docente en

cada fase y fragmentos de discusiones llevadas a cabo en las

mismas con el objetivo de aportar sugerencias sobre cémo discu-

tir con los estudiantes a partir de sus ideas y respuestas.

La parte a) de la Fase 1 tiene por objetivo introducir a los estu-

diantes en una problematica y que comprendan claramente qué se
espera de ellos!l. Para esto se aporta un grafico donde visualicen
una representaciéon de la situacion, sobre la ubicacién de los asien-
tos alrededor de las mesas. En este problema tienen que determi-
nar la cantidad de personas que puedan sentarse alrededor de las
12 mesas y para esto un recurso es contar una a una la cantidad de
“°"representadas, o contar agrupando de cierta manera, por ejem-
plo, contar los asientos de un costado y multiplicar por 2 (24 .2 = 48)
y luego sumar los 2 de las cabeceras (48 + 2 = 50). Puede ser tam-
bién relacionando la cantidad de mesas con la cantidad de asientos
de la siguiente manera: contar la cantidad de mesas (12) y luego
multiplicar por 2 (12. 2 = 24) pues hay 2 por cada una, y luego volver
a multiplicar por 2 para incluir los asientos del otro costado (24 .2 =
48), finalmente sumar los de las cabeceras (48 + 2 = 50), etc.

Es importante que cada estudiante entre en contacto con el pro- °

blema e intente producir una solucién, para lo cual es necesario

. que lo enfrenten en forma individual, pero podria darse la consulta °
. con un compafero?2. °
. Una vez que la mayoria haya obtenido una solucién, se organiza e
. una puesta en comun con el objetivo de disipar dudas, respecto de )
= cuestiones relacionadas con los datos y para socializar las distintas
’ maneras de resolver, focalizados principalmente en aquellos estu- )
diantes que se limitaron a contar unoa unolos “ °". En este sentido
es importante que tomen contacto con procedimientos en los que
se relacionan la cantidad de asientos con la cantidad de mesas,
como una oportunidad para orientarse en estos términos, como
una referencia que posteriormente se les solicitara.

En cuanto al rol docente, en un principio debe limitarse a dar la
consigna de trabajoy luego responder preguntas relacionadas con
los datos o sobre la interpretacion de los mismos, en ningun caso
responder las que refieren a procedimientos de resolucidon, dado
que esto debe quedar a cargo del estudiante. Ellos deben tomar
las decisiones pertinentes para resolverlo y posteriormente validar
lo producido, tal como se analiza a continuacion, algo que puede
hacerse desde el momento en que estd claro cual es la finalidad.

Luego de la resolucién, se puede organizar una actividad colecti-
va, una puesta en comun de los diferentes modos de resolucion.
Aqui el docente debe lograr que los estudiantes dialoguen sobre
los procedimientos seleccionados y confrontarlos. Esta seleccion
debe obedecer a criterios basados en presentar la mayor variedad
posible de estrategias y no limitarse a dar la palabra a todos, sino
en aquellos que aporten a la riqueza pedagdgica necesaria para
que estos avancen en sus aprendizajes. La experiencia muestra

1Que determinen la cantidad de personas sentadas.
2Por ejemplo, puede ser su companero de banco.



qgue la mayoria de los estudiantes no escuchan a sus compane-
. o rds/as si se repite lo mismo varias veces y finalmente se tornan muy
insuficientes los aprendizajes de la clase.

Se espera que las intervenciones de los estudiantes consistan en
o . comparar los distintos procedimientos, a partir de una gestion del
docente haciéndoles ver las ventajas y desventajas de unosy otros,
realizando aclaraciones o pidiéndolas para el resto de la clase,
haciendo preguntas, etc. En otras palabras, el/la profesor/a condu-
ce la clase dando las consignas, pero también interactuando de
una manera similar al resto, pero esta claro que no es un estudian-
te mas. La mayoria de sus preguntas no son para entender lo que
ellos produjeron, sino para comunicar las cuestiones importantes
relativas al conocimiento en juego, en este caso, las que correspon-
den a esta fase inicial.

En una clase donde se propuso esta actividad, lo que hicieron
algunos estudiantes, fue efectivamente contar los circulos (repre-
sentaciones de las sillas) y otros utilizaron calculos. En la discusion
colectiva la docente, confronté el procedimiento de conteo uno a
uno con las siguientes:

PROCEDIMIENTO 1 MIEN PROCEDIMIENTO 3

Sumé todas las sillas
de2en 2y medid50.

\ N
\ A continuacioén, se transcribe un pasaje de la confrontacioén llevada
\\\ a cabo en la clase a partir de estos procedimientos:

D: A ver este otro Melisa, ;qué puede ser este 12 x 4? (refiriendose
al procedimiento 3). Este 48 que estd aca: ¢por qué 12 y por qué
por 47
Melisa: 12 capaz que son las mesas.
D: 12 te parece que pueden ser las mesas, que aca son las mesas.
Vamos a decir lo que pueden ser y después le preguntamos al
que hizo, ¢si? 12 pueden ser las mesas ¢Y qué puede ser este 47
Melisa: Capaz hizo para hacer mads facil, fue contando de a 2
asi... las mesas.
D: Capaz que fue contando de a 2 las mesas, como en una mesa
hay 2 en un costado, en la otra mesa hay otros 2. O seqa esta
mesa 2 y esta otra mesa 2 mds ¢te parece eso a vos Jose?
José: A mi me parece que penso que en una mesa hay 4 sillas,
2 arriba y 2 de abagjo.
D: Entonces los 2 que dice Melisa, no son los 2 de acd y los 2 de al
lado sino vos decis que son las 4 sillas que estdn en las filas del
medio, 2 enfrente, y los otros 2. A ver ;quién habia hecho este?
Vamos a preguntar ;Qué son esas 47?
Alumno que hizo: Son las sillas que hay alrededor de la mesa.
D: Eso hay que explicar ¢si? Hay que ir poniendo qué son para



que tengamos claro. Vos ibas a decir otra cosa que podia ser el 4.

Roberto: Si podia ser la de la esquina con la de la esquina son
2 la de arriba y la de abagjo.

D: ;Como?

Varios alumnos: ;Qué?
D: A ver que nos explique.

Roberto: O sea las puntas y la de arriba y la de abajo son las 4
que estan ahi.

D: Pero ahi ya son 6.

Otro alumno: Son 2 de cada lado y los otros son de las puntas.
D: De todos modos, no son esas porque estabamos suponiendo
que podia ser porque acad no esta explicado ¢si? ;Qué eran estas
47? ;Qué son estos 4 lvana?

Ivana: Las sillas en una sola mesa.

D: Alrededor de la mesa ¢sesas son? ¢si?

Ivana: Las que estan arriba y las que estdn abajo.

D: claro, las de arriba y abajo en el dibujo ¢si? Porque no estdn
arriba de la mesa o algo ¢si? Son las que estan de un lado y del
otro lado de la mesa, enfrentadas, a los costados...

La docente anota, agrega en el procedimiento 3 lo siguiente:

Queda claro que nada es evidente para los estudiantes y dispo-
ner de ejemplos respecto de esto resulta especialmente relevante
para pensar la ensefanza. En particular, en este procedimiento
uno se tienta de pensar que el 4 que aparece multiplicando al 12 no
puede ser otra cosa que las 4 sillas de los costados de cada mesa,
pero hay que rendirse ante la evidencia de que no todos los estu-
diantes interpretan de esta manera. Por otro lado, la docente
comunica a los estudiantes sobre la necesidad de aclarar qué
representan cada uno de los valores, pues de otro modo se entien-
den cuestiones diferentes. Asi también, discute sobre la diferencia
entre hablar de las sillas de alrededor de las mesas y las que estan
arriba y abajo. No es un simple problema lexical que atane al voca-
bulario, no queda sélo en el plano de los términos, sino que Mmas
bien afecta al plano semantico relacionado con ese contexto. Se
trata de tener claro que si se habla de alrededor de las mesas se
esta incluyendo a las sillas de las cabeceras, y en el otro caso se las
esta excluyendo. Por otro lado, no es una diferenciacion menor
dado que las sillas del medio son una cantidad variable y las de las
puntas son una cantidad fija, con todo lo que esto implica para la
produccion de la formula.

La parte c) de la Fase 1 tiene por objetivo que los estudiantes
avancen en los procedimientos. Para lograrlo se da como dato una
cantidad de mesas bastante superior a la que se da en la parte a).
Se intenta que ante la evidencia de lo fastidioso que podria ser la
representacion de todas las mesas para luego contar, abandonen
este procedimiento y piensen en otro alternativo.

¢Cudles podrian ser los procedimientos para resolver este
problema? Uno de los mas primitivos seria dibujar todas las mesas




y luego contar uno a uno los asientos. Aqui podria haber variacion,
como no es facil que entre la cantidad de mesas en una hoja a lo
ancho, se necesita tener control respecto de los asientos de las
cabeceras principalmente, pues al quedar “cortada” y tener que
dibujar abajo se pierde visualmente la ubicacion de una mesa a
continuacion de la otra. Otros procedimientos serian por ejemplo:
imaginar mentalmente la disposicion de las mesas y sumar los dos
de las cabeceras a las cantidades de los costados, las que se
podrian determinar de distintas maneras, por ejemplo: 2 x 31 + 2x3]
pensando en 2 por cada mesa de los costados o 4 x 31 consideran-
do 4 lugares por cada mesa.

La organizacion de la clase y el rol docente en los distintos mo-
mentos, puede ser similar al que se planted con el problema ante-
rior, con algunas variaciones. En un primer momento es conve-
niente que los estudiantes trabajen en parejas para determinar
una solucién, la que eventualmente? se expondrd para ser validada
en una instancia colectiva de trabajo, bajo la gestion del docente.

En la puesta en comun se trata, basicamente, de discutir acerca
de la economia de los procedimientos, que los estudiantes tomen
contacto y se apropien de procedimientos diferentes al caso extre-
Mo que seria dibujar todas las mesas y luego contar uno a uno los
asientos. En este sentido se podrian extraer conclusiones como las
siguientes: “es mejor multiplicar por 4 las 31 mesas y después
sumar los dos de las cabeceras, que dibujar y después contar
todos”, o “es mejor multiplicar por 4 las 31 mesas y después sumar
los dos de las cabeceras que sumar 31 + 31 + 31 + 31+ 2 + 2.." Estas
ideas podria retomar el docente e institucionalizarlas.

Siguiendo con la clase donde se propuso esta misma actividad,
los estudiantes - apoyados en las discusiones sobre sus respues-
tas al problema inicial- respondieron con calculos que dan cuenta
de las regularidades que identifican y que para la producciéon de
una férmula resulta primordial. Se aclara que, si en el primer pro-
blema todos se hubieran limitado a contar los circulos que repre-
sentan a los lugares posibles donde sentarse alrededor de las
mesas, este problema para las 31 mesas hubiera significado que,
efectivamente, sea la oportunidad de producir calculos analizan-
do las regularidades.

El objetivo de |a Fase 2 es que los estudiantes elaboren un procedi-
miento general, para exponer en forma escrita, que sirva para
resolver situaciones similares a la planteada. Resulta necesario
incluir esta actividad porque se considera que, pensar en una
manera de explicar en general el procedimiento que utilizaron con
un lenguaje coloquial, aporta recursos que ubican a los estudian-

‘ tes en mejores condiciones para posteriormente tratar de explicar
ese procedimiento a través de una formula matematica. En este
caso, tienen que analizar la forma en que resolvié el problema, los
datos dados y el uso o funcién que cumplieron dentro del procedi-
miento utilizado, para poder generalizarlo. Deben elaborar un
modelo matematico, pero utilizando un lenguaje coloquial. Por
ejemplo, pueden decir: “tenés que multiplicar la cantidad de
mesas por 4 y después tenés que sumarle 2” o “hay que multipli-
car por 2 la cantidad de mesas dos veces y sumarle 2",

3Decimos “eventualmente” dado que la exposicion de las distintas producciones se hara solo de las que se muestren como
interesantes para la discusion, las que aporten a la riqueza pedagodgica necesaria para el aprendizaje a partir de la discusion.



Otros en los que den menos informacién que la necesaria
pueden ser: “Hay que sumar todas las sillas de las mesas, depen-
de de la cantidad de mesas”o "Tenés que sumar 1 de las puntas
mds todas las sillas de las mesas del medio”. Y otros en los que el
procedimiento que explican es particularizado, utilizando los datos
del problema anterior: “Hay que multiplicar 2 veces 31 por 2 y des-
pués sumarle 2"

En estos procedimientos se observan posibles diferencias en los
niveles de relacion de los estudiantes con la generalizacion de un
procedimiento aritmético. En algunos se puede apreciar un incon-
veniente relacionado con la identificacidon de lo que es importante
decir en una generalizaciéon, qué se dice y qué no, cual es la infor-
macion necesaria y suficiente en la explicacion solicitada (hay que
sumar todas las sillas de las mesas, depende de la cantidad de
mesas) y en otros se observa una dificultad ligada a la imposibili-
dad de despegarse del procedimiento aritmético, que deberia
originar la generalizacion (hay que multiplicar 2 veces 31 por 2 y
después sumarle 2). Estas ultimas son dificultades que podrian
originarse porgue la secuencia plantea una ruptura aritmética-al-
gebra. A los procedimientos descriptos anteriormente, se le suman
otros en los que ademas de la cuestiéon de la buena o mala explica-
cion del procedimiento utilizado, se le agregan los errores que
pudieron haber cometido los estudiantes al resolver el de las 31
mesas “Tenés que sumar 10 de las puntas mas todas las sillas de
las mesas del medio” “Hay que sumar 2 veces los asientos del
medio mads uno de la punta”. Aunque estas sean cuestiones dife-
rentes en relacion al tipo de discusion que originarian, es impor-
tante tenerlas en cuenta, ya que habra que hacerse cargo de ellas
en la discusion colectiva.

Se puede organizar 2 clases en grupos de 4 integrantes, la
primera de ellas finalizaria cuando el docente retira las produccio-
nes escritas de los estudiantes para discutir en una préxima clase.
La segunda clase comienza con una sintesis por parte del docente
de lo que se estuvo trabajando en la anterior. Posteriormente, se
deberia organizar una confrontacion de las producciones escritas
de los estudiantes para comprenderlas, compararlas y diferenciar-
las. Las discusiones tendrian que girar en torno de la claridad de las
formulaciones elaboradas, al nivel de generalizacion utilizadoy a la
validez del procedimiento empleado para la determinacién de la
cantidad de asientos, cualquiera sea la cantidad de mesas.

El objetivo de |a Fase 3 es que los estudiantes busquen la forma de
generalizar a través de una formula matematica, el procedimiento
gue han utilizado para resolver el problema de la Fase 1, se trata de
elaborar un modelo matematico a través del uso del lenguaje sim-
bdlico. Aqui el problema gira en torno a la escritura matematica y
para esto es necesario que realicen un analisis de la situacion y el
procedimiento utilizado para resolverla, similar al gue se referencio
en la Fase 2 pero, ademas, en este caso hace falta pensar en cuales
son los simbolos matematicos que le permitiran escribir el procedi-
miento general como férmula. Es necesario ver gué uso o funcion,
jugaron los datos del problema en el procedimiento de resolucion
y de qué manera esa funcion, puede ser reflejada en la formula
(hay datos que varian y otros que se mantienen constantes).

Un gran problema para el profesor es la comunicacion a los estu-




diantes de la tarea de producir una féormula. Transcribimos a conti- 3 ;'
nuacion lo que decidid una docente al respecto, dado que nos 2
parece un buen ejemplo sobre como se podria abordar esta comu-

nicacion: MV
D: La dltima clase trabajamos con las mesas. Abran las carpetas { /
Yy miren un poquito.
) n

A: ;Sobre las mesas no mas? )
D: Si. En la dltima clase trabajamos lo de las mesas. Lo que
tenian que hacer era elaborar un procedimiento general, ;si?

Que les permita calcular la cantidad de personas o asientos,
mejor dicho, que pueden haber alrededor de esas mesas con
cualquier nimero de mesas ¢sesta? Ahora ustedes habian escrito
el procedimiento, un procedimiento general, buscaron diferentes
formas de escribir y analizamos qué faltaba, qué tenia uno que
no tenia el otro, qué habia que arreglar. Ahora yo les voy a propo-

ner otra cosa que tiene que ver con eso. Pero primero quiero que
nos acordemos un poco de cuando decimos férmula en mate-
mdadtica ¢ustedes saben qué quiere decir?
A ..
D: ;Se acuerdan de alguna formula?
Algunos alumnos: No, si.
D: No, no se acuerdan. Una formula es por ejemplo la formula
que sirve para calcular la superficie de un rectangulo ;cudl es la
formula? (Los alumnos no se acuerdan, hablan todos al mismo
tiempo...)
D: La formula es base por altura (La docente anota en el pizarron
S=bxh)
Alumnos a coro: [Ah! jSi, ya nos acordamos!
D: Bueno, esto es una formula ¢qué es lo que hace? También
ﬁ esta formula esta indicando un procedimiento general, similar a
J lo que ustedes estuvieron tratando de escribir el otro dia. Ustedes
trataron de explicar una forma de calcular, para cualquier
numero de mesas la cantidad de asientos o personas que se
pueden sentar alrededor de esas mesas ¢si? Esta formula ¢qué
j Ss lo que hace? Para cualquier rectangulo asi, o un rectangulo
asi, o uno finito y largo (dibuja al mismo tiempo que va diciendo
rectangulos de diferentes tamanos y posiciones) para cualquier
rectangulo me permite calcular la superficie ;si? ;qué es la base
del rectangulo? ;se acuerdan o no? ;cudl es la base?
A: La parte de abagjo.
D: Esta por ejemplo es la base ¢si? (La docente indica en los
rectangulos uno de los lados)
D: ;Y esto otro qué quiere decir? (por la altura) ;Qué quiere decir
esta “h"?
Varios alumnos: La altura.
D: Representa eso. Entonces ;qué es lo que esta diciendo esta |}
formula? Que para calcular la superficie de un rectangulo ;qué
hay que hacer?
Varios alumnos: Medir la base y la altura...
D: ;Y después qué hay que hacer?
Varios alumnos: Multiplicar.
D: Multiplicar la medida de la base por la medida de la altura
¢Si? para cualquier rectangulo. Es decir, esta es una manera de
escribir un procedimiento general, pero es una escritura mate-
matica, no en frases asi como ustedes escribieron el otro dia ¢se
entiende? Otra formula también para el rectangulo que debe- (L )




[ )
rian conocer, pero si no se acuerdan de ésta, capaz que de ésta
tampoco, es la del perimetro ;Como hacian? Hacer 2 por el lado
mayor mas 2 por el lado menor. (La docente anota en el pizarron:
P =2L +2l) ¢ La superficie qué es lo que da? La medida de todo ° °
esto (indica la parte de adentro de los rectangulos) ahora el o o
perimetro da la medida del contorno del rectangulo. Entonces
cesta formula qué esta diciendo? Que este contorno, que es el
perimetro, es igual a los 2 lados iguales mds estos otros lados
iguales que son los “chicos” ¢si? La suma de estos 2 lados iguales
mds la suma de estos dos. Eso estd diciendo esta formula en
“cortito”. Entonces si pensamos en una forma de explicar, como
la que explicaron ustedes el otro dia esto se podria decir: para
calcular el perimetro hay que hacer, multiplicar 2 por el lado mads
grande y luego sumar 2 por el lado mds chico. Ustedes hacian
esto el otro dia, escribian todo ¢estd? Lo que yo les estoy pidien-
do, lo que les voy a pedir ahora es que vuelvan a mirar sus carpe-
tas y vean los procedimientos escritos, asi como escribieron y asi
se acuerdan de lo que discutimos el otro dia y en grupos de 4
piensen en una formula, es decir algo similar a esto, una formula,
una expresion parecida a ésta que les permita calcular la canti-
dad de asientos o personas que hay alrededor de las mesas para
cualquier niumero de estos. Es decir, esto mismo que explicaron
ustedes en las carpetas, eso mismo que lo puedan escribir como
formula ¢se entiende lo que tienen que hacer?

Algunos alumnos: No.

Otros alumnos: Hay que hacer una igual que esas formulas.
D: ;No? Igualita no tiene que ser, una es de superficie y esta otra
es de perimetro. Ustedes habian escrito un procedimiento gene-
ral que les permitia calcular la cantidad de personas o asientos
que hay alrededor de las mesas, de esas mesas, de ese tipo de
mesas. Ahora, lo que yo les pido es que esto que escribieron en
frase lo traten de escribir, asi como formula. Tienen que pensar
como van a escribir. Lo piensan y lo discuten entre los 4 del
grupo ¢esta? Vean en la carpeta lo que quieran, eso les puede
ayudar. Primero traten de acordarse como era que calculaban y
después piensen entonces como escribir. En grupo de 4 0 3, no
mds de 4.

En las distintas formulas que podrian producir los estudiantes, @

seguramente se lograran apreciar diferentes niveles de dominio en
el uso del lenguaje simbdlico (practica semidtica de los alumnos); -
habra posiblemente algunos de ellos que, por ejemplo, identifi-
quen al numero de mesas y de personas como un valor que
cambia, pero no sepan que hay una manera matematica de sim-
bolizar esa situaciéon. Otro caso podria ser gue entiendan al resulta-
do como un valor variable (numero de personas) pero no a la canti-
dad de mesas. Otra posibilidad es que realicen una categorizacion
de los datos que se usan en la formula a partir de su funcién, como
valores variables o constantes y que ademas utilicen los simbolos
matematicos para elaborar la férmula. En esta categoria o tipo de
procedimiento, hay formulas que permiten obtener la cantidad de
personas que se requiere y las que a pesar de utilizar bien los sim-
bolos, no logran producir féormulas efectivas.

Tomando la identificacidn de los diferentes status posibles, para
las letras que hacen Fermiy Bessot (1997)* pensamos que aqui las

4En Gustavo Barallobres (2090), UVQ- “Algunos elementos de la didactica del algebra”.




letras, en general, estarian jugando un rol de “ndmeros desconoci-
dos que no son fijos”. Es necesario que, para la evolucion hacia la
nocion de variable, se organice posteriormente con los estudiantes
actividades que tiendan hacia la concepcién de la letra como
representante de un conjunto conocido de numeros.

En relacién a la organizaciéon de la clase, en esta fase se puede
conformar grupos de 3 0 4 para intercambiar los procedimientos
que usaron y tengan una forma de evaluar si lo que producen sirve
para representar lo que hicieron. Para que sean varios los que eva-
lUen desde lo que obtuvieron antes, si va a servir o no en general lo
gue realizan, o si es lo suficientemente claro, es importante que
existan diferentes puntos de vista para contrastar, esto contribuye
a que la féormula que construyen pase por algunos filtros, antes de
llegar a la puesta en comun. El intercambio dentro de los grupos,
propicia la aparicion de los primeros argumentos que fundamen-
tan sus producciones, hace que haya entre los integrantes peque-
fAas o grandes discusiones, hasta que se decide qué queda como
producto comun para la confrontacion.

El rol del docente en esta fase, debe centrarse principalmente en que los estudiantes entien-
dan cual es la tarea que se les propone, auxiliar a los grupos que no logran iniciar la actividad
y observar con atencion las discusiones que se generen, lo que desechan a partir de ellas, los
errores en los que incurren, cuales se resuelven a partir de la discusién y los que persisten
ademas de las diferentes producciones que van resultando. La finalidad de estas observacio-
nes es decidir con fundamentos lo que sera necesario discutir en la puesta en comun en
funcién de lo que realizan los estudiantes y de los objetivos de la secuencia.



En |a fase 4 se realiza la confrontacion entre las distintas formulas
gue se produjeron en los grupos, con el objeto de validarlas a partir
de contrastarla y de poner a los alumnos en situacion de entender
procedimientos de otros. Otro objetivo de esta fase es acercar a los
distintos grupos, a través de analizar y clarificar las diferentes pro- . o
ducciones, a niveles de conocimiento similares. El hecho de hablar
sobre lo que hizo el otro y tratar de entenderlo sitUa a los estudian-
tes que realizaron producciones de menor nivel, en mejores condi-
ciones de producciéon para cuando se les plantee otras situaciones
similares.

Cuando los estudiantes observan las formulas de otros, se ubican
en la posicion de analizar si a partir de ellas se obtiene la cantidad
de mesas o0 no, en cambio cuando estdn armando su _expresidn,
como en la fase 2, tratan de “explicar” lo mas claramente posible lo
que ellos hicieron para encontrar la solucion. De esta manera se
introducen cuestiones que no estaban en la fase anterior, los estu-
diantes podran advertir gue lo que parecia tan claro al escribirlo, no
lo es tanto al leerlo o que realmente no han llegado a elaborar lo
que se esta buscando. Esto se origina en la interaccion con otros
que no intervinieron en el proceso de produccién, y que por lo
tanto no cuentan con el bagaje de informacion acumulada en
dicho proceso, lo que no les permite entender una produccidn que
da por obvio cosas no obvias.

La confrontacion cobra aqui -al igual que en las demas puestas
en comun organizadas en la secuencia- fundamental importancia,
como generadora de una interaccion a-didactica, que origina pre-
guntas, revisa las propias respuestas, habilita un espacio de pro-
duccidén colectiva y de alguna manera valida las producciones en
funcion de su comunicabilidad. Es a partir de lo que ven y entien-
den los demas, que se hace necesario dar cuenta del sentido y el
uso de los simbolos, que forman parte de las expresiones que usan
los estudiantes. En esta fase se deben establecer acuerdos y con-
venciones en relacién al uso de los simbolos. Es preciso establecer O/
acuerdos acerca de cOmMo se expresan y cOmo se usan las variables O
y las constantes en las férmulas que producen.

Esta fase propicia la validacion de las producciones de los estu-
diantes, como formulas generadoras de la cantidad de mesas. Aqui
se debe discutir sobre si la férmula funciona como se espera.
Ademas, es importante analizar las diferentes féormulas que logran
su objetivo y relacionarlas, asi como también analizar lo que falla
en las que no lo consiguen.

El docente juega aqui un rol de receptor de la formula que
emiten los estudiantes y muchas de las preguntas que podra
hacer son posiblemente para entender lo que hicieron, sin embar-
go, este receptor es un receptor calificado, ya que no preguntara
cualquier cosa que no se entiende, sino que debera decidir qué
preguntar en funcion del objetivo de ensefanza que tiene, de lo
que haya observado durante el trabajo en grupos o de lo que le
parece clave discutir, por ejemplo, para disipar dudas. Aqui su ro
es central, ya que es el que guia la discusion - a partir de pregun
tas, de la seleccion criteriosa de lo que se discute y a quiénes hacs
intervenir en la discusion segun sea la cuestion a tratar - hacia
objetivo de ensenanza que esta en desarrollo.
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VARIANTE DEL PROBLEMA1

Una variante del problema de las mesas largas es una version
extraida del Programa de la Universidad Nacional del Nordeste
(UNNE): La UNNE te acompana. Tendiendo puentes hacia el Estu-
dio Universitario. (2015-2017)

NO
DE MESAS




’d) Sise colocan 5 mesas juntas ;cudntos lugares habra?
7

b‘ Y si se colocan 10 mesas juntas ¢se podrdn sentar 24 invitados?
(o4 ) Sise juntaran 80 mesas ;cudntos lugares habria disponibles?

d\ Para averiguar el numero de lugares disponibles con 7 mesas
ubicadas como en los dibujos anteriores el duefio realizo la
cuenta7x4-6x2=16 :;Como habra contado los lugares?

[ u ” .
5) Una “gran” mesa armada como las anteriores, ¢ puede tener 201
lugares disponibles?

“ Si se pueden sentar 32 invitados, ;cudntas mesas habrdn colo-
cado juntas?

o )A una fiesta vinieron todos los invitados y se pudieron sentar sin
dejar ningun lugar vacio. Si a otra fiesta vendrad el doble de invita-
dos ¢serd necesario armar el doble de mesas?

Escribi 3 cantidad de invitados de manera que se puedan
sentar todos y que no quede ningun lugar vacio y 3 cantidades de
invitados para los que no se pueda armar una “gran” mesas sin
dejar lugares vacios.

PARA SEGUIR TRABAJANDO LA VARIACION LINEAL...

En la mayoria de los libros de matematica del ciclo basico se pre-
sentan problemas de este tipo.

(Extraido de Matematica 8vo (2006). Tinta Fresca. H. Itzcovich y otros)

Para embaldosar un patio se tienen disefnos con baldosas blancas y negras como las siguientes:



J

3}) Averiglen la cantidad de baldosas blancas necesarias si hay 15
baldosas negras.

b‘ Sise sabe que hay 25 baldosas blancas, encuentren la cantidad
de baldosas negras que se necesitan.

S) Encuentren una formula que sirva para contar la cantidad de
baldosas blancas si se conoce la cantidad de baldosas negras.

d‘ ¢.Se puede encontrar una formula que sirva para contar la can-
tidad de baldosas negras si se conoce la cantidad de baldosas
blancas?

( Problema 2:

Se construye con fosforos una sucesion de figura, manteniendo siempre la misma estructura,
como las siguientes:

33) ¢Cudntos fosforos se necesitan para construir la figura que esta
en noveno lugar? ;Y para la que estd en el lugar 73?

b‘ Hallen una formula que permita calcular la cantidad de fosfo-
ros que tiene la figura en el lugar n.

S) cPuede haber una figura que tenga 3.333 fosforos? (Y una
figura con 648? ¢;Por qué?

d‘ Puede ser que F= 2. (n-1) +3 sea una formula que permita calcu-
lar los fosforos que hay en la figura que estd en el lugar n? ¢ Por
queé?

Hasta aqui se han propuesto actividades que permiten el estudio
de lo lineal en contextos aritméticos o discretos, pretendiendo que
los estudiantes aprendan a elaborar féormulas, a partir del analisis
de las regularidades en el comportamiento del crecimiento de la
cantidad total, a medida que varia un dato de la coleccién. Se vera
a continuaciéon coémo iniciar el estudio de lo cuadratico en este
mismo contexto, a partir del establecimiento de las diferencias
entre dos problemas similares, pero la forma en cémo varia la can-
tidad de elementos que se cuentan en este caso (cuadraditos en
nuestro ejemplo), es muy distinta de un problema a otro.



DE LO LINEAL A LO CUADRATICO...

Avanzando en el trabajo con propues-
tas que se apoyan en conocimientos
aritméticos se plantean dos problemas
de conteo de colecciones. Las pregun-
tas enunciadas en ambos, permiten
precisar el tipo de variaciéon de cada
uno, es decir, cobmo aumenta la canti-
dad total de cuadraditos a medida que
aumenta la cantidad de cuadraditos
de la base.

Lo interesante en estos dos proble-
mas es que a simple vista la variacion
pareciera ser la misma, sumado a la
forma de las figuras (forma de cruces en
ambos) que también son similares, sin
embargo, se trata de modelos de varia-
cion muy diferentes y la comparacion
entre ambos representa un gran aporte
a la comprension del pasaje de lo lineal

PROBLEMAT:

a lo cuadratico. La forma en cémo se
agregan cuadraditos en unoy otro caso
define una regularidad que en el primer
problema corresponde a una variacion
lineal y, en el segundo, a una cuadratica.

Los estudiantes tienen que identifi-
car la regularidad en la conformacion
de cada una de las figuras a medida
que se hace variar uno de los elemen-
tos que la componen, con el objetivo
de elaborar el modelo matematico que
describe la variacion.

Se presentan a continuacion los dos
problemas y las preguntas para los
estudiantes y, a continuacién, la pro-
puesta de como se podrian abordar los
mismos para que comprendan las
diferencias entre uno y otro tipo de
variacion.

Se forman figuras como las siguientes formadas, a su vez, por cuadraditos.
Aqui estdn dibujadas la que tiene un cuadradito de base, dos cuadraditos de base
y tres cuadraditos de base respectivamente.

33) 5(n+4)-12

b\ (N+4)2 - 12

Q) 5(n+2)-4+2

d 3(n+4)—4 +2n

8) 3(n+2) +2n + 2
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PROBLEMA 25:

Se construyen nuevas figuras formadas por cuadraditos con cierta forma. Aqui esta dibujada
la figura con un cuadradito de base, dos cuadraditos de base y tres cuadraditos de base.

‘ Calcular la cantidad de cuadraditos que tendrd una figura de 4
cuadraditos en la base.

ZComo vimos en el problema anterior, si se incrementa un cua-
dradito en la base de la figura, la cantidad total de cuadraditos
aumenta en 5. En este caso, no sucede lo mismo, es decir no
aumenta de 5 en 5. Registra las cantidades totales de cuadraditos
de las figuras que tenes en la siguiente tabla:

3 ¢cComo se explica que la cantidad de cuadraditos totales no
aumenta siempre la misma cantidad?

AArmar una formula que permita calcular la cantidad de cua-
draditos de una figura que tenga “n” cuadraditos de la base.

5¢'Cudles de las siguientes formulas son validas para resolver el

problema?
33) 2(n+2) d‘ n(n+2)

2n + 4 )\ n.n+2
v) 2)

g) d)2n+2 “g)n2+2n

S5Actividad disefiada sobre la base de la actividad extraida de: Sessa, C. (20°7): Aportes para la ensefanza: Matematica. Funcion
cuadratica, parabola y ecuacion de segundo grado. CABA.
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ANALISIS Y PUESTA EN PRACTICA
DE LOS PROBLEMAS EN LAS CLASES

En los problemas 1y 2 es posible reconocer qué caracteristicas
tiene cada serie de figuras y producir una formula que modelice
una manera de contar una coleccion de forma independiente en
cada caso. Claramente, ambos problemas involucran variaciones
distintas de una coleccion, a partir de la modificacion de otra.

En el problema 1 el total de cuadraditos de una figura en funcion
de “n" cuadraditos en su base se corresponde con un modelo
lineal, pues por cada cuadradito que se incrementa en la base el
total de cuadraditos de la figura aumenta en 5. Graficamente, por
cada cuadradito que se agregue en la base se agrega una columna
de 5 cuadraditos, manteniéndose la cantidad de filas de la figura.

Sin embargo esta variacion es diferente en el problema 2: al
aumentar la cantidad de cuadraditos en la base de una figura,
aumenta el numero de columnas pero también aumenta la canti-
dad de filas. Especificamente, por cada cuadradito que se incre-
menta en la base, el total de cuadraditos aumenta en una filay en
una columna, es decir que, aumenta en dos direcciones (bidirec-
cional). En este caso, la variacion del total de cuadraditos de la
figura en funcion de “n" cuadraditos de su base se corresponde
con un modelo cuadratico.

Un asunto central en esta propuesta de ensefianza es la de iden-
tificar ambas variaciones y compararlas, con el objetivo de que los
estudiantes comprendan la diferencia entre un tipo de crecimien-
to y otro tal como se senald anteriormente.

Un camino posible es plantear preguntas que permitan tratar la
variacion en un problema sobre la base de saber como es la varia-
cion en el problema anterior o tratarlos de manera independiente,
y luego comparar las cantidades y formulas. La opcidn propuesta
aqui es analizar la variacion del problema 2 a partir de saber como
es la variacion en el problema 1.

Asi, en ambos problemas se inicia preguntando por la cantidad
de la coleccion de cuadraditos de la figura que tiene 4 cuadraditos
en la base, con el objeto de extraer conclusiones sobre la regulari-
dad en cada problema: como es la figura en comparacion con las
otras tres figuras dadas, qué elementos varian y cuales se conser-
van. Pero en el segundo problema, inmediatamente se hace expli-
cito el asunto a tratar: qué sucede cuando se quiere calcular el total
de cuadraditos de la figura siguiente a una, apuntando a entender
el por qué la variacion no es igual al problema anterior (no varia en
5 mas ni varia siempre lo mismo).

Tanto en uno como en otro problema, existen distintas maneras
de contar el total de cuadraditos. Ahora bien, para poder identificar
mas detalladamente las diferencias entre uno y otro se focalizd en
una manera de contar cada caso planteado.




Procedimiento del problema 1:

5.n +8:considerando un rectangulo de 5.n cuadraditos, mds los 4 cuadritos que quedan
en cada lado de la figura (4 a la izquierda y 4 a la derecha del rectangulo central).

Procedimiento del problema 2:

n.(n+4)+2-(n+2)+2-n:Contando los cuadraditos del rectdngulo de lado n y altura (n+4)
al que se le agregan dos columnas de (n+2) cuadraditos en cada una (una columna
a la derecha y otra a la izquierda) y dos columnas de n cuadraditos cada columna.

En el problema 1, cuando se agrega un cuadradito a la base,
siempre se agrega una columna de 5 cuadraditos, es decir que
siempre se agrega 5 a la cantidad que habia en la figura anterior.
La cantidad de columnas aumentay la cantidad de filas se mantie-
ne siempre constante en 5 Cuando la variable aumenta una
unidad en la formula (5n+1) que cuenta la cantidad de cuadraditos,
el resultado que cuenta la cantidad de cuadraditos aumenta en 5
cualquiera sea el valor de la variable.

En el problema 2, a diferencia del problema 1, cuando se agrega
un cuadradito a la base la figura aumenta no sélo en una columna,
sino también en una fila, ademas de otros agregados. Al contar el
total de cuadraditos del rectangulo cuyo lado coincide con la base
de la figuray la altura es la base mas cuatro, se identifica que cada
columna que se va agregando tendra un cuadradito mas, por
tener una fila mas y lo mismo sucede por cada fila que se va agre-
gando (tiene un cuadradito mas por tener una columna mas). Asi,
la férmula para una figura de n cuadraditos en la base es:

N.N+4)+2.-(N+2)+2.n

donde dos de sus términos son lineales, pero uno de ellos, el prime-
ro, es un producto de dos factores que varian.

Para observar lo descripto anteriormente, puede complemen-
tarse con una tabla, en la que se registren las cantidades de cua-
draditos de las figuras en ambos problemas como la siguiente:



Ellestudio della variacion cuadratica'se puede continuar

Cuadraditos
de la base

Cantidad de
cuadraditos
Problema 2

Se observa en la columna de datos del Problema 1 que cada vez
que se aumenta en 1 la cantidad de cuadraditos de la base se
aumenta en 5 el total de cada figura con respecto a la anterior.
Algebraicamente también es posible advertir, el por qué aumenta
en 5al pasarde “n” a “n+1".

Del mismo modo, si se analiza la columna de datos del Problema
2, se observa que lo que se suma a la cantidad anterior ya no es un
mismo valor el que se agrega al incrementar en 1 la cantidad de
cuadraditos de la base, sino que ahora es variable, en este caso la
cantidad que se agrega, aumenta de 2 en 2. Es importante trabajar
con los estudiantes que si bien el problema responde a un modelo
lineal, la variacidon de la cantidad total de cuadraditos en funcién de
la cantidad de cuadraditos de |la base no es lineal. .

Con los estudiantes puede ser engorroso analizar las diferencias
entre las expresiones algebraicas pero al operar algebraicamente y
hacer la diferencia entre ambas expresiones se obtiene 2n+9, lo
gue nos permite afirmar que la diferencia en la cantidad de cua-
draditos entre una figura y la siguiente va variando, a diferencia del
Problema 1 donde siempre es 5.

con otrosiproblemas de conteo/de colecciones
presentes en distintos libroside textos

QAN &
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A continuacion, se presentan actividades que recuperan el trabajo
con el producto de numeros naturales y que también permiten el
estudio de las relaciones y rupturas entre los dos modelos de los
gue se vienen desarrollando en este documento:

\ —_— — = —

'J) a. Sabiendo que 58x75 es 4350, si sumamos 1 a 58, es decir que |
| ahora la multiplicacion es 59x75 ¢se podra encontrar el resultado
| de 59x75 sin necesidad de realizar la cuenta? |

b. Y sise sumarala 75, ¢se podra encontrar el resultado de 58x76 l
\ sin necesidad de realizar la cuenta?

c. Sisumamos 1al 58y al 75, es decir queda 59y 76 ;cudl serd el |
\ resultado de 59x767?

2)(;Cc'>mo se podrian resolver/interpretar los problemas anteriores

u Stri i u 5
en un marco geométrico considerando a los productos como areas
de rectangulos? l

= = - -
:))Sl en vez de sumar 1 a ambos factores se sumara 3, ;cual seria el l
resultado sin efectuar la cuenta? -

—  m—  m— =—— =
e — —

ANALISIS DE LAS ACTIVIDADES

El problema a resolver podria ubicarse en el terreno del calculo
mental, esto es en la produccién de un recurso de calculo, apoyado
en las propiedades del producto para obtener el resultado, pero, tal
lo anticipado, la tarea consiste en producir una afirmacién sobre el
modo en el que se podria proceder, para obtener el resultado sin
recurrir al algoritmo. Esta produccién habilita una discusiéon sobre
las variaciones en el resultado conocido, para lograr el nuevo que
se requiere. Estas variaciones, como se veran, aluden a dos tipos de
comportamientos: lineal y bilineal, en este caso, cuadratico.

Sise centra el interés en el resultado del producto, se reducen los
problemas a un célculo numeérico y de este modo se aleja el estu-
dio de esta operacion en términos de relaciones y de propiedades
que la caracterizan y que, por otro lado, implica unos “primeros
acercamientos” al funcionamiento de los modelos lineales y cua-
draticos.

Tener que pensar el producto sin necesidad de efectuar la
cuenta, obliga a recuperar algunas propiedades y concepciones



del producto para proponer una solucién a los problemas plantea-
dos y brinda sentido a las relaciones que se establecen, entre el
resultado de un producto y la variacion de un factor o ambos
simultaneamente.

Una alternativa para responder a la consigna, es pensar del o
siguiente modo: (58+1). 75; 58.(75+1) y (58+1).(75+1) y luego aplicar
propiedad distributiva del producto con respecto a la suma. Ahora
bien, una situacion es aplicar una propiedad conocida y otra es
analizar esta propiedad en términos de propiedad del producto.
Por ejemplo, como se explica el sumar 1en el caso de incrementar
1a ambos factores, contraponiendo esta reflexidn a los casos ante-
riores en los que se incrementa solo uno de los factores.

Posteriormente sumar 3 a ambos factores, permitira volver sobre
esta cuestion. Como sucede habitualmente, aplicar una propiedad
y entender su razén de ser no corresponde a Un MIisSMO CONOCi-
miento.

Pensar a la multiplicaciéon como una suma reiterada de uno de
los factores, es una nocién construida en los primeros anos de la
educacidon primaria, que se puede utilizar para empezar a resolver
la situacion. Sin embargo, para las ultimas actividades esta herra-
mienta tiene ciertas limitaciones, dejando oculto la variacion del
producto en relaciéon con la variacion de sus factores. Pensar al pro-
ducto como producto de medidas se transforma en otra alternati-
va para resolverlo, poniendo en evidencia el cambio de variacién
producida entre el resultado y la variacion de ambos factores
simultaneamente.

Para que la situacion tenga sentido los numeros elegidos como
factores no pueden ser elegidos al azar, sino mas bien aquellos
cuyo producto no formen parte de un repertorio conocido o aque-
llos de los cuales resulta mas dificil tener disponible su resultado.

Al considerar como factores a 58 y 75 en la cuenta cuyo resultado
es conocido, el producto 59x75, 58x76 y 59x76 podria no formar
parte de un posible repertorio de productos memorizados. Por |lo
tanto, tiene sentido para la situacién establecer relaciones entre la
modificacion del producto al variar uno -o ambos- factores.

Si los factores tomaran valores pequenos, como por ejemplo 3x4
No seria necesario pensar en la relacion entre el producto inicial y la
variacion de uno —o ambos- factores, pues 4x4, 3x5 0 4x5 podrian
ser parte de un repertorio de productos memorizados, perdiendo
sentido la actividad de relacionar con el producto dado.

Por tanto, considerar como factores a 58 y 75 permite dar sentido
a la pregunta de averiguar el producto modificando uno o ambos
sin hacer la cuenta.

LA MODIFICACION PRODUCIDA A LOS FACTORES

Modificar uno solo de los factores no involucra las mismas cuestio-
nes que modificar ambos factores simultaneamente.

Las dos primeras consignas -A y B-.consisten en sumar 1, solo a
uno de los dos factores del producto 58x75, mientras que la tercera
consigna -C- consiste en sumar 1, a ambos factores simultanea-
mente.

En el item 1) A) el producto 59x75 podra ser pensado como 59
veces el nUmero 75, o sea como suma de 59 sumandos iguales a 75.
Dado que 58 veces 75 es igual a 4.350, para encontrar el producto
solicitado, basta sumar una vez mas el numero 75. De la misma




manera en el item 1) B) puede ser interpretado 58x76 considerando
a 75 como contador del nUmero de veces que se repite 58.

Es decir, sumar 1 a uno solo de los factores, se traduce en
sumar una vez el otro factor. Se trata, en este caso, del significado
del producto como isomorfismo de medidas.

En el gjercicio C) se pide determinar, de ser posible, el resultado
del producto al sumar 1a ambos factores, (58+1).(75+1). Este proble-
ma deberia permitir analizar el funcionamiento diferenciado de la
suma, con respecto a la multiplicacion.

La pregunta a raiz de esto es ;Qué modificaciones puede produ-
cir en el producto 58x75=4350 sumar 1 a cada factor simultanea-
mente? Para su analisis e interpretacion, se podran escribir los
calculos que admite:

59 x 76 puede ser considerado como:

a. 58x75 + 58 + 76 Respuesta correcta obtenida como aplicacion
sucesiva de la relacion lineal, usada en el caso de modificar un
Unico factor, por lo cual también podria considerarse como 58x75
+59 +75,

b. 58x75 + 58 + 75 + 1 Respuesta correcta pensada como producto
de medidas.

El tercer problema pone en evidencia que al sumar uno a cada
factor, ya no es sumar una vez cada uno de los factores. Es decir, no
se puede seguir pensando en una variacion lineal “directa”, pues si
lo fuera valdria que 59x76=4350+58+75 sin embargo, resulta nece-
sario sumar 1 a ese resultado.

Estos ejercicios podrian considerarse como parte de un proceso
de algebrizacion donde se proponga investigar la relacion entre el
producto ab, siendo ay b numeros naturales, y los productos obte-
nidos al modificar sus factores.

Para alguien que ya dispone de una simbolizacion algebraica y
de las reglas de manipulacion correspondientes, estas distintas
resoluciones pueden ser escritas® de la siguiente manera:

SeanabeN

e (a+l).b=ab + b;

Para este caso lo que se incrementa al resultado del producto
inicial es una cantidad fija, correspondiente a “una vez el otro factor
Nno aumentado”.

De igual manera si se hubiera incrementado en 1 al segundo
factor, el resultado también varia una cantidad fija:

¢ a.(b+1)=ab + a; aqui lo que aumenta es una vez el primer factor.

e (a+1)(b+1) =

ab + (a +1) + b; (i)
ab+ a+ (b+1); (ii)
ab+a+b+1 (iii)

éNota: se escribe paréntesis en algunas expresiones, aungue No sean Necesarios para poner en evidencia la relacion con el tipo
de razonamiento realizado con los nUmeros.



Podemos analizar que las respuestas i, ii y iii de la tercera situa-
cion aparecen como idénticas algebraicamente, pero pueden
resultar muy diferentes a nivel de los nUmeros, ya que en el caso de
las respuestas iy ii, se realizaria una modificacion lineal, producida ¢ °
por la variacién en uno de los factores, y considerando este nuevo °
numero, se produce la segunda modificacién lineal. En cambio, en
la dltima respuesta (respuesta iii) se consideran a ambos factores
como independientes, lo que genera la aparicion no sélo de los
factores iniciales, sino la necesidad de sumar 1.

En términos generales, sean a, b, n ndmeros naturales. Conside-
rando n como valor de la variable para todo producto a.b se
cumple:

(a+n).b=a.b +n.b
(a+n). (b+n)=a.b + n(a+b)+n?

El modelo correspondiente a la variacidn del resultado, al modifi-
car uno solo de los factores es lineal. En cambio, si aumenta en n
ambos factores simultaneamente, la variacion del resultado del
producto al sumar a ambos factores una cierta cantidad se modeli-
za bilinealmente, tal como se describe en el capitulo | del marco
didactico-matematico.

Si se considera al producto como producto de medidas, donde
cada factor corresponde a la medida de los lados de un rectangulo,
efectivamente el area de este rectangulo al modificar ambos lados
(factores) el area variara en tres direcciones, dando lugar a un
nuevo valor que resulta el area que se obtiene del producto de los
incrementos considerados (n2), area que se agregaria a las areas
correspondientes a los incrementos lineales (a.n y b.n), tal como
puede observarse en la siguiente ilustracion:
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En cambio, al modificar uno solo de los lados (un solo factor) se
esta modificando en una sola direccion (linealmente) y aqui el area
tiene un comportamiento lineal, en particular si se incrementa en
doble alguno de los factores, el area del nuevo rectangulo tendra el
doble de la inicial.

En el item A) la modificacion realizada de sumar 1 a uno de los
factores se puede representar graficamente, como sumarle 1 a la
longitud del lado del rectangulo que mide 58 y asi al resultado se le
sumaria el area del rectangulo que tiene por lados a1y 75.



58 5Bx7TS

4 Figura 2: Producto 59x75 como suma
175 de areas de los rectangulos 58x75 y 1x75

En el item B) se suma 1 de longitud a 75, lo que corresponderia
sumar el area de un rectangulo de lados 1y 58 al area que ya se
tenia.

=
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-

Figura 3: Producto 58x76 como suma
de dreas de los rectangulos 58x75 y 1x58

En el caso del inciso c) si se suma 1 a cada uno de los lados, se
esta considerando al 1 como una medida de longitud, pero en este
caso es necesario sumar ademas del area de los rectangulos 1x58 y
1x75, el area del cuadrado de lados 1x1= 1. Graficamente esto se
puede representar como un rectangulo formado por el rectangulo
de lados 75y 58; el rectangulo de lados 58 y 1; el rectangulo de lados
75y 1y el cuadrado de lado 1:

38 38x75

Figura 4: Producto 59x76 como area

! 1x75 1 ,
de los rectangulos: 58x75, 1x75, 1x58 y 1x1.

Este conjunto de problemas, obliga a tratar al producto en térmi-
nos de relaciones entre sus elementos, lo cual permite diferenciar
fuertemente la nocién de producto como isomorfismo de medi-
das y como producto de medidas. Identificar las diferencias que
implican estas dos concepciones, habilita a establecer relacion
entre estas cuestiones y las dificultades que se producen en las
relaciones, entre lo lineal y lo bilineal —en nuestro caso, lo cuadrati-
co-y el trabajo de los alumnos en torno a ellas.

Por ultimo, es oportuno al momento de tomar esta propuesta
como parte de las actividades a proponer a los estudiantes, pre-
guntarnos:

® :Qué dificultades podrian tener al enfrentarse a cada una de
las actividades? ; Por qué?

® :Por gué estas actividades permitirian un primer acercamien-
to al estudio de los modelos lineal y cuadratico?

El trabajo con el producto de numeros naturales propuesto, per-
mite reivindicar una operacion tan elemental como lo es el pro-
ducto de numeros naturales, pues habilita unas primeras discusio-
nes sobre variaciones lineales y cuadraticas. Constituyendo de este
modo conocimientos, que seran recuperados en el estudio progre-
sivo de dichas variaciones.
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