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INTRODUCCION

Al igual que en el Disefo curricular para el Ciclo Basico, en este Ciclo
Orientado se propone también el eje Algebra y Funciones con el objetivo
de profundizar el modelo lineal y avanzar hacia el estudio de nuevas
funciones que describen modelos no lineales, a través de la modelizaciéon
de situaciones extra e intra matematicas.

Asi, en 4to ano, el estudio se focaliza alrededor de las funciones lineales
y cuadraticasy en 5to y 6to sobre otras funciones tales como las polindmi-
cas, racionales, exponenciales, trigonomeétricas, valor absoluto, etc.

En este documento se abordan los siguientes contenidos del Disefo
Curricular:

La modelizacion de situaciones extramatemdticas e intramatemdti-
cas mediante funciones lineales y cuadrdticas, o que supone:

@® Usar las nociones de dependencia y variabilidad.

@ Secleccionar la representacion (tablas, formulas, grdficos cartesianos
realizados con recursos tecnoldgicos) adecuada a la situacion.

@ Interpretar el dominio, el codominio, las variables, los pardmetros, y
cuando sea posible, los puntos de interseccion con los gjes.

@® Determinar mdximos o minimos en la modelizacion de las situaciones.

® Apelar a las propiedades de las operaciones de nimeros reales (fac-
tor comun, cuadrado de un binomio, diferencia de cuadrados) y a grafi-
cos cartesianos realizados con recursos tecnoldgicos, para resolucion
de ecuaciones e interpretacion de las soluciones en el contexto de la
situacion.

® £/ andlisis de la ecuacion cuadrdtica, vinculando la naturaleza de sus
soluciones con la grdfica de la funcidon correspondiente.

El andlisis del comportamiento de |as funciones lineales y cuadrdticas,
supone:

@ Interpretar la informacion que brindan sus grdficos cartesianos y sus
formulas.

@ Vincular las variaciones de sus grdficos con las de sus férmulas y esta-
blecer la incidencia de las mismas en las caracteristicas de las funciones,
apelando a recursos tecnoldgicos para construir los graficos.

El andlisis de diferentes férmulas de las funciones cuadrdticas, que
pueden surgir en un contexto y cuyas transformaciones mediante las
propiedades de las operaciones de numeros reales, (factor comun, cua-
drado de un binomio, diferencia de cuadrados) resultan equivalentes.

Este documento presenta un estudio matematico de las funciones
cuadraticas, a través del analisis de tres problemas que, por sus caracte-
risticas, permiten abarcar y desarrollar en forma progresiva las distintas
propiedades.

En primer término, se describen las caracteristicas del modelo cuadra-
tico en contraposicion o ruptura del modelo lineal, pero, en este caso, a
diferencia de lo planteado para el Ciclo Basico, se consideran contextos
continuos intra y extra matematicos, lo que permite profundizar y



ampliar los conocimientos de ambos modelos.

El primer problema propuesto para su estudio, se plantea en un con-
texto geomeétrico - intra matematico - y corresponde a la variacion del
area de rectangulos de igual perimetro, en funcidn de la variacion de uno
de sus lados. El segundo es un problema de “tiro vertical” -extra-matema-
tico- del campo de la Fisica, en el que se estudia la variaciéon de la altura
de un objeto lanzado hacia arriba, en funcidn del tiempo, desde que se
inicia el movimiento del objeto hasta que cae a la superficie. Por Gltimo,
se presenta un problema meteoroldgico -contexto extra matematico -
donde se considera la variacion de la temperatura en funcién de la varia-
cion del tiempo.

ESTUDIO DE LA FUNCION CUADRATICA
EN RUPTURA CON EL MODELO LINEAL

Se podran abordar propuestas que traten los dos modelos, el lineal y el
cuadratico, de manera independiente. En el presente documento se con-
sideraron los conocimientos de ambos modelos, donde es importante
abordarlos articuladamente y no como mera yuxtaposicion de los
mMismos, para que cobren significados.

El modelo cuadratico tiene varias caracteristicas que se contraponen
con el modelo lineal y, ademas, existen otras, propias de ese modelo que,
utilizadas convenientemente permiten realizar importantes anticipacio-
nes sobre su comportamiento y, en el nivel secundario su estudio debera
ir en ese sentido.

Caracteristicas del modelo lineal, necesarias para contraponer a las del
modelo cuadratico a desarrollar:

® Lavariacién de la funcién es uniforme. Es decir que, a un mismo incre-
mento de la variable independiente, le corresponde un mismo incremen-
to de la variable dependiente.

® La representacion grafica de la funcion es una recta.

® En todo su dominio es creciente o, por el contrario, en todo su dominio
es decreciente.

® Es inyectiva. Cada valor de la imagen tiene un Unico valor como prei-
magen.

® Es sobreyectiva. Todos los valores del conjunto de llegada tienen su
preimagen.

® La férmula (registro algebraico) en su forma explicita o polindmica
(y=ax+b) es suficiente para desarrollar las cuestiones mas importantes
del modelo, sin necesidad de tratar con otras como la implicita, polar,
parameétrica, cartesiana, etc.

Como el modelo lineal es el Unico que se ha estudiado de manera siste-
matica en el ciclo basico! y ademas encaja en un conjunto importante de
situaciones, es razonable que los estudiantes quieran aplicar sus propie-
dades a otros no lineales.

En este sentido, al inicio del estudio de las funciones cuadraticas deben
plantearse problemas en contextos extra-matematicos que se correspon-

1Tener en cuenta que la funcién de proporcionalidad directa es un caso particular de la funcion lineal,
aungue en las propuestas de enseflanza habituales se la estudia de manera independiente.



dan con un modelo cuadratico, con el objetivo de identificar sus caracte-
risticas en contraposicion al lineal.

En libros de texto y materiales de desarrollo curricular se presentan
propuestas en contextos discretos que permiten iniciar el estudio de la
relacion entre lo lineal y lo cuadratico.

En este documento, se retoma y profundiza ese estudio a partir del
trabajo con contextos continuos, tal como se verdn a continuacion.

PRIMER PROBLEMA:
la variaciéon del area en rectangulos
de igual perimetro

Un contexto continuo, que permite el estudio de algunas caracteristicas
del modelo cuadratico, puede plantearse a partir del analisis de una situa-
cién, que involucra la variacion del area de rectangulos de igual perime-
tro, en funcién de uno de sus lados, como la siguiente:

Situacioén: Si se construyen rectangulos distintos se puede pensar que
sus perimetros van a ser distintos, sin embargo, se pueden construir
rectangulos distintos que tengan el mismo perimetro.

Por ejemplo: un rectangulo Rlde base b=5cm y alturaa=20cm y
otrorectangulo R2: b =7 cmy a=18 cm tienen perimetro igual a 50 cm, sin
embargo sus areas son distintas:

areaR1=5cm:20cm =100cm2ydrea R2=7cm 18 cm =126 cm?2

[ - T = 7

| Dependiendo de los puntos de partida de los alumnos, sera necesario |
dedicar un tiempo de trabajo a la cuestion de la existencia de distintos

| rectangulos con igual perimetro previamente, o como parte de la discu- |

sion del problema sobre la variacion del area. Es importante realizar esta

l aclaracion porque ésta, como otras cuestiones que se desarrollaran, nece- l

| sita un trabajo con los alumnos que signifique un proceso progresivo y |

colectivo de construcciéon. Para poder organizar y gestionar este proceso

| el docente debe reflexionar previamente sobre determinadas cuestiones |

matematicas que probablemente se aparten un poco de la matematica

l “recibida” en la formacion docente. |

Mas aun, se podria incluso calcular y sistematizar la informacion
volcando en una tabla la base y area de distintos rectangulos de igual
perimetro - 50 cm en este caso - con el objetivo de visualizar y, de esta
manera, inferir algunas propiedades del modelo cuadratico tal como se
ve a continuacion.




base del
rectangulo
(cm)

5

AREA =144
PERIMETRO = 50

altura=9

base =16

AREA =100

. altura=5
PERIMETRO =50

Observando la tabla se puede ver que en
un primer tramo la funcidén es creciente,
es decir gue cuando aumenta la variable
independiente, también lo hace la varia-
ble dependiente, y que en un segundo
tramo la funcién es decreciente. Esta es
una caracteristica distinta a la de las
funciones lineales, dado que son crecien-
tes - o decrecientes - en todo el dominio,
pero no crecientes en un tramo y decre-
ciente en otro.

Si bien observando la tabla se puede
verificar el crecimiento en el primer tramo
y el decrecimiento en el segundo, es inte-
resante preguntarse a qué se debe este
comportamiento. Incluso se podria pensar
que, al aumentar la base y, necesariamen-
te, disminuir la altura, los valores se com-
pensan, es decir que se mantenga igual el

base =20

CRECIMIENTO EN UN TRAMO . .
Y DECRECIMIENTO EN OTRO . .

area como lo hace el perimetro, pero
claramente, por los calculos realizados,
esto no es asi. Por otro lado, si esto fuera
cierto se estaria afirmando que al mante-
nerse constante el area, la relaciéon entre la
basey la altura serian magnitudes inversa-
mente proporcionales, es decir que el
producto entre estas seria constante.

En el lado izquierdo de la siguiente
ilustracion -registro geomeétrico- se puede
apreciar que, cuando la base es menor que
la altura, (b<a), al modificar el rectangulo
aumentando la base - por ejemplo, que
pase de valer “b" a valer "b+1"- y disminu-
yendo la altura - de “a” a “a-1" -, es mas lo
gue se agrega de area que lo que se quita.
Lo anteriormente descripto hace que,
mientras la base sea menor que la altura, la
funcion sea creciente.



La variacion ya no es uniforme

Un analisis desde el punto de vista aritmético

A diferencia del modelo lineal, donde a igual variaciéon de la variable inde-
pendiente le corresponde igual variacién de la variable dependiente, en
esta situacidén no sucede lo mismo. Para esta cuestion se puede revisar
alguna parte de la tabla con el fin de constatar como se modifica la varia-
ble dependiente (el area) cada vez que la variable independiente (la base)
aumenta una unidad:

base del
rectangulo
(em)

En los valores elegidos, cada vez que se suma una unidad a la base, al
area se le van sumando valores distintos (14, 12,10, ...), es decir que la varia-
cién del area no es constante cuando la base aumenta la misma cantidad.



Un anadlisis desde el punto de vista algebraico

Algebraicamente se puede explicar del siguiente modo: A=b - Q.
Ademas, se sabe que: b + a =25 por ser el perimetroiguala 50y que
en la formula del area la altura en funcién de la variable se puede
escribir como (25-b), resulta:

A=b-(25-b)

Si se quiere analizar cuanto varia el area al modificarse la base en
una unidad se puede restar al valor del area cuando la base es b+1
el valor del area cuando la base es b:

A(b+)) -A(b)=(b+1)-(25-b-1)-b:(25-b) = .. =24 - 2b

Esto se verifica calculando, por ejemplo:
A(6)-A(5)=N4-100=14=24-2-5

Se puede concluir que, a diferencia de un modelo lineal donde, a
variaciones constantes de la variable independiente le correspon-
de variaciones constantes de la variable dependiente, en este
modelo, a variaciones constantes de la variable independiente (por
ejemplo, variar en 1la medida de la base), le corresponde una varia-
cion de la variable dependiente que no es constante (el area varia
24-2b cuando la base varia 1).

La no inyectividad del modelo cuadratico

Otra diferencia importante con el modelo lineal es que, el modelo
cuadratico no es inyectivo, es decir que se puede obtener un
mismo valor de la variable dependiente a partir de distintos valores
de la variable independiente.

En el ejemplo propuesto aqui, se podria analizar esta caracteristi-
ca distintiva del modelo cuadratico, respecto del lineal a partirde la
pregunta:

f

. . 3\
Habra algun rectangulo de este tipo ,
que tenga la misma area
que el de base 10

Si se tiene en cuenta el contexto y su registro geomeétrico, se
puede pensar que un rectangulo de base 10 y altura 15 es con-
gruente con un rectangulo de base 15y altura 10. Los dos rectangu-
los tienen distinta base, tienen igual perimetro (50 cm, como
todos los rectdngulos que estamos considerando) e igual area: 150
cmz2. Es decir que se tienen dos rectangulos “distintos” que les
corresponde el mismo valor del area.



Desde el punto de vista funcional se trata con dos conjuntos que
se relacionan. En este caso, el conjunto de valores posibles de un
lado del rectangulo que llamamos base (variable independiente) y
el conjunto de valores posibles del area del rectangulo (variable
dependiente). En este sentido, se trata de dos rectangulos diferen-
tes a pesar de la congruencia en el marco geomeétrico.

AREA =150 <
L ° _ AREA =150
DR 2ltura =15 PERIMETRO = 50 altura =10
base =15
base =10

En el registro “tabla” se puede ver la no inyectividad, teniendo en
cuenta cémo a dos valores distintos de la primera columna, le
corresponde un mismo valor en la segunda columna.

base del area del
rectangulo rectangulo
(cm) (cm2)
10 150
15 150

Incorporando el registro grafico al analisis, si se representan
estos puntos en un grafico cartesiano, donde la base se representa
en el eje horizontal y el area correspondiente de los rectangulos en
el eje vertical, se puede observar que a distintos valores en el gje
horizontal le corresponde un mismo valor en el gje vertical:

area

150

10 15 base

Teniendo en cuenta lo anterior se puede plantear si es posible
determinar una forma de encontrar dos valores distintos de la base
y Cuyas areas sean iguales.

En el ejemplo de rectangulos de perimetro igual a 50, la forma
de determinarlos seria la siguiente: eligiendo un rectangulo con
una medida cualquiera de la base, es posible encontrar un rec-
tangulo de igual drea considerando otro que tenga como base
la medida de la altura del rectangulo elegido inicialmente.



Teniendo como informacion el contex-
to de la situacion y los datos organiza-
dos en la tabla presentada, se analizan
las diferencias con el modelo lineal.
Por ejemplo, que distintos valores de
la variable pueden tener una misma
imagen; que se puede modelizar alge-
braicamente (férmula para calcular el
area en funcioén de la base) lo que per-
mite calcular el area a partir de cual-
quier valor de la base; que en un
tramo crece y en otro decrece, pero
aun faltan analizar otras caracteristi-
cas propias del modelo cuadratico vy,
para esto, el estudio de su grafica
puede aportar.

En varios libros de textos se encuen-

tran actividades que consisten en deci-
dir, entre distintos “posibles graficos",
cuadl o cuales pueden representar la
variacion de la variable dependiente -
del area de los rectangulos en nuestro
caso - en funcion de la variable inde-
pendiente (base). Luego de presentar
la actividad, se atenderan las cuestio-
nes matematicas que pueden ser
tratadas a partir de la misma.

Actividad: para cada uno de los
siguientes graficos, decidir si puede
corresponder, o no, a la representa-
cion grafica de la variacion del drea
del rectangulo en funcion de la base
del mismo (considerando que el peri-
metro es de 50 cm).

o
-

En relacion con el disefio de las gra-
ficas se observa que no estan defini-
dos valores numéricos en los ejes
cartesianos como asi tampoco una
escala. Con esta decision se pretende
gue el estudiante apele a argumentos
relativos al tipo de crecimiento - o
decrecimiento - para seleccionar o
desechar una determinada opcién que
se presenta como posible, mas que
seguir el orden muchas veces usual, de

graficar una funcidn a partir de una
tabla de valores.

Lo interesante de estas graficas es
gue responden a algunos rasgos del
modelo analizado. Por ejemplo, todas
las graficas crecen en un tramo y
decrecen en otro o, también, cumplen
con la no inyectividad ya mencionada,
con lo cual no es tarea facil decidir
cual seria la grafica que describe el
comportamiento del area que se esta



LA FUNCION TOMA UN VALOR MAXIMO

Para seleccionar la grafica correspondiente se podria poner en
relacion con la tabla de valores presentada mas arriba y, por ejem-
plo, considerar el hecho de que hay dos valores de |a variable inde-
pendiente, que asumen el mismo valor de la variable dependiente:
la imagen del 12 y del 13 es 156. Ante estos datos se podria pensar
que el grdfico 3 describe la situacién porque presenta una
“meseta” -tramo lineal- donde se mantiene constante la funcidny,
como en las funciones es frecuente trabajar con valores enteros
para luego unir los puntos, es razonable considerar esta posibili-
dad. Esto significa que para valores de la base intermedios del 12 y
13 se deberia tomar el mismo valor del area (156), sin embargo, esta
situacion no tiene cabida aqui. Por ejemplo, si se asigna el valor 12,5
se obtiene un area de 156,25, mayor que el correspondiente a 12 y 13.
Es decir que no se puede afirmar que la funcién se mantenga
constante en todo este tramo.

Ahora bien, ¢existira un tramo, mas corto quizas, donde la fun-
cion sea constante?

Es una pregunta interesante, y aunque a esta altura se esté con-
vencido de que el valor maximo, que puede tomar el area se corres-
pondera con el valor de la base en 12,5 - este convencimiento, puede
provenir de una exploracion numérica incluso - puede ser un mo-
mento oportuno para discutir que, en matematica, para poder ase-
gurar algo de manera irrefutable se debe demostrar. Si se demues-
tra que en 12,5 la funcién toma el mayor valor posible, se podria afir-
mar que la grafica no tiene una meseta alrededor del 12,5y, por lo
tanto, el grafico 3 no corresponderia a la variacion del drea en fun-
cion de la base. Geométricamente, esto es equivalente a afirmar
que, si el lado del rectangulo mide 12,5 - un cuadrado en este caso -
SuU area es maxima, tal como se vera en el apartado siguiente.

EL CUADRADO ES EL RECTANGULO DE AREA MAXIMA

Recurriendo al marco geomeétrico se observa que los rectangulos
Nno cuadrados - tanto los de base menor que la altura, como los de
base mayor - tienen menor superficie que el cuadrado de 12,5 de
lado. Esto se debe a que, en ambas figuras, los rectangulos BEFP y
DPFG -resaltados de color rosa - tienen menos superficie que los
rectangulos GPCD y EBCP -resaltados de color celeste- ¢ Por qué
sucede esto?
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En las condiciones del problema que se esta estudiando, se puede
expresar el lado de los rectangulos de base menor a 12,5 como (12,5
- h)y, los de base mayor a 12,5 como (12,5 +h) y afirmar lo siguiente:

A(12,5 - h) <A(12,5) v A(12,5) > A(12,5 + h)
Como la férmula para calcular el drea es A(x) = x - (25 - X) , resulta:
A(12,5-h) = (12,5- h) - (25 - (12,5 - h)) =
= (12,5 - h) - (12,5 + h) =12,52 - h2 <12,52

(esta ultima desigualdad se da por estar restando un ndmero posi-
tivo en el miembro de la izquierda) y como A(12,5) = 12,52 queda
demostrado que: A(12,5 - h) < A(12,5).

De manera similar se demuestra que A(12,5) > A(12,5 + h)

Desde el punto funcional la funcién area A(x) = x - (25 - x) tiene un
maximo en x =12,5.

El andlisis realizado permite descartar el grafico 4, dado que se
mostré que el Unico maximo se obtiene cuando la variable inde-
pendiente toma el valor 12,5. En los otros valores la funcién es
creciente o decreciente.

. . LA GRAFICA ES SIMETRICA RESPECTO A LA RECTA
. . VERTICAL QUE PASA POR EL MAXIMO DE LA FUNCION

En el apartado anterior se concluyé que el maximo se encuentra
en 12,5y estambién el valor medio de varios pares, que tienen igual
area (12y 13,10y 15, ...). Por otro lado, 12,5 es el punto medio de Oy 25
y corresponden a los valores donde se anula la funcion.

Este analisis permite descartar el grafico 5. En este se ve que el
mMaximo se encuentra a la izquierda del punto medio, donde la
curva intersecta al eje de abscisas x (valores de la base de los
rectangulos). Si en el grafico 5 se traza una recta vertical que pasa
por el valor maximo, es facil observar que la grafica no es simétrica
con respecto a este eje.

Una funcion simétrica respecto a la recta y=12,5 debe cumplir
qgue A (12,5-h) =A (12,5+h). Considerando h=0,5 se cumple: A (12) =A
(13) =156. Para h=2,5 también se cumple: A (10) =A (15) =15. Con estos
valores se puede descartar que sea el grafico 5 el que representa la
variacion del area en funcion de la base de los rectangulos.

Que la funcién tenga puntos simétricos con respecto al eje verti-
cal que contiene al maximo no garantiza la simetria de la funcion.
Para afirmar que la funcién es simétrica es necesario demostrar la
siguiente igualdad:

A(12,5 - h) = A(12,5 + h)
Ahora bien, la igualdad anterior es equivalente a la siguiente:

(12,5-h) - (25 - (12,5 - h)) = (12,5 + h) - (25 - (12,5 + h))



(125-h)- (12,5 + h) = (125 + h) - (12,5 - h)

gue se cumple para cualquier valor de h, por tener en ambos
miembros los mismos factores.

Esta simetria de |la grafica respecto al ejey = 12,5 (12,5 es el valor
de x donde la funcién toma el valor maximo) es una propiedad
importante que sirve, entre otras cosas, para encontrar valores de
la funcion que tienen la misma imagen.

Una tarea asociada a esta propiedad podria ser la siguiente:
encontrar, si es que existe, otro valor de la variable independiente
que tenga la misma imagen que x = 6.

Como x = 6 esta a 6,5 unidades a la izquierda del 12,5y la grafica
es simétrica, el otro valor que tendra la misma imagen es x = 12,5 +
6,5=19. Finalmente, A (6) = A (19) =114

Para responder la pregunta anterior, fue necesario conocer el
valor donde la funcién alcanza su maximo. Por otro lado, para
encontrar el valor maximo, es necesario tener dos valores que
tengan la misma imagen, siendo el punto medio el valor donde la
funcidn toma el valor maximo.

e RAPIDEZ DE CRECIMIENTO. LA PARABOLA

Quedan por analizar las graficas 1,2 y 6. Las tres graficas tienen un
maximo en el punto medio de los dos valores, donde intersecta el
eje x. Para determinar cual es la grafica, hay que analizar con mas
detalle la rapidez de crecimiento y decrecimiento de la funcion.

En el grafico dado a continuacion estan superpuestas las tres
graficas mencionadas a los efectos de compararlas.

Como en la funcién Area que se esta considerando, el crecimien-
to no es constante, el grafico 2 no puede ser el que describe la
situacion.

Queda analizar el crecimiento - y decrecimiento - del graficoly
del 6.

Notese que “al principio” el grafico 1 - curva verde - crece lento
y luego, mas cerca del maximo, la funcidn crece mas rapido. En
cambio, en el grafico 6 sucede lo contrario, al principio crece
rapido pero cerca del maximo crece mas lento.
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Craficando sélo el tramo donde las funciones crecen es intere-
sante preguntarse:

¢Cual de las dos graficas representa la variacion del area en
funcion de la base del rectangulo?:

crg¢ce mas lento

b

-
crece mas rapldo

crece mas rapido

~

™~ crece mas lento

Una posibilidad es analizar la rapidez de crecimiento en la tabla,
en valores de la variable que se encuentran al “principio” y en valo-
res que se encuentran cerca del maximo.

base del rectangulo  area del rectangulo

(cm) (cm2)
5 100
100+14=114
6 (crece mas rapido

al “principio”,
lejos del vertice)

7 126
10 150
150+4=154
(crece mas lento
11 cerca del maximo)

12 156



Cuando la base pasa de 5 a 6, el area del rectangulo pasa de 100
a 114, es decir que varié en 14 unidades. En cambio, cuando la base
pasa de 10 a 11, el area del rectangulo pasa de 150 a 154, es decir que
varié tan solo 4 unidades. Podemos concluir que al principio crece
mas rapido y, cerca del vértice, crece mas lento.

Finalmente, de los graficos propuestos, el que se ajusta a la situa-
cién planteada es el grafico 6. Este grafico recibe el nombre de
parabola.

Con el analisis de otros ejemplos se puede concluir que en este
tipo de funciones, las cuadraticas, siempre tendran por grafica

una parabola.

DISTINTAS FORMAS DE LA FORMULA H B
Y SU RELACION CON LA GRAFICA . .

Una vez familiarizados con las caracte- ensefanza secundaria, pero es

risticas descriptas del modelo cuadra-
tico, es posible realizar un analisis que
relacione las distintas formas, que
puede tomar su formula con las pro-
piedades y con las caracteristicas de
su grafica, tales como la amplitud y la
orientacion que pueden tener las
ramas de la parabola.

La forma polindmica de la funcién
cuadratica es la mas conocida y a la

importante senalar, que si bien tiene
su razdn de ser, existen otras formas
de la funcién que brindan informacion
muy valiosa y que permiten la demos-
tracion de propiedades. Nos referimos
a las formas factorizada y candnica y a
las propiedades cuya demostracion
usando la forma polindmica no resul-
tan viables de desarrollar en una
primera etapa de la formacion de los

gue mas atencion se destina en la alumnos en este tema.

e~ — —  — ]

"~ Esimportante aprovechar el trabajo algebraico transversal que
se puede hacer al analizar, convertir expresiones, justificar propie-
dades, plantear y resolver ecuaciones, etc. mientras se trabaja con
las distintas formas de la funcién cuadratica. Se realiza esta aclara-
cidén porque, aunque parezca un poco extenso el trabajo propuesto
sobre este tema, es posible abordar cuestiones de manipulacion
algebraica, que se suelen dar como técnicas puntuales sin un obje-
tivo en si mismo.

Ademas de conocerse las distintas formas, que puede tomar la
féormula de una funcidn cuadratica, es importante reparar las ven-
tajas que tiene cada una de ellas, dependiendo de la pregunta que
se pretenda responder.



SEGCUNDO PROBLEMA: tiro vertical

Se trata de un problema clasico de la Fisica, que se modeliza con
una funcién cuadratica y por sus caracteristicas, es interesante su
estudio en el nivel secundario.

Desde cierta perspectiva se podria pensar que estudiar Fisica,
consiste en memorizar formulasy luego aplicarlas, sin embargo, es
posible transitar un proceso constructivo que se inicie por analizar
el comportamiento del fendmeno, a partir de observar con conoci-

mientos del sentido comun, tal como se realiza en la ciencia, al w{
inicio del estudio de un determinado fenédmeno. Describirlo con Z_\
mayor precision de manera que permita anticipar situaciones ana- EW
logas, también es objeto de la cienciay para este fin, la matematica Z \
ocupa un lugar central. —

Este problema de tiro vertical, es un ejemplo que atrapa las
etapas del proceso constructivo descripto y que se toma aqui aten-
diendo a que el modelo cuadratico, es el que describe la variacion P -
de la altura a medida que transcurre el tiempo. P4

Situacién
Una piedra se lanza verticalmente hacia arriba. Se sabe que la /
piedra alcanza una altura madxima de 20 metros y que, al cabo de

4 segundos, cae al piso. ’,
CARACTERISTICAS DEL TIRO VERTICAL
Y EL MODELO CUADRATICO

Una primera pregunta que se puede plantear, a partir de observar
lo que sucede en la situacion presentada, es la siguiente:

Se puede anticipar que la variacion
de la altura con respecto al tiempo
responde a un modelo cuadratico

Si se lanza la piedra hacia arriba, para que caiga tendra que cam-
biar de sentido, por lo tanto, llegara hasta cierta alturay empezara
a descender después. Se podria pensar en describir esta situacién
a través de dos modelos lineales, uno para el ascenso y otro para
cuando desciende la piedra. Esto significaria que, en tiempos
iguales, la piedra avanza la misma distancia, en este caso cuando
asciende y cuando desciende. Sin embargo, esto no sucede
porque, si bien asciende cuando se lanza a incrementos iguales de
tiempo, no sucede que la altura vaya aumentando en la misma
proporcioén. Esta afirmaciéon se fundamenta en el hecho de que la



piedra a medida que asciende disminuye su velocidad, a medida
que aumenta el tiempo. En otras palabras, a incrementos iguales
de tiempo no le corresponden incrementos iguales de altura,
por lo tanto, al no ser constante la velocidad el modelo no es
lineal.

Por otro lado, se inicia el movimiento con una velocidad impor-
tante y luego avanza mas lentamente, hasta que la velocidad se
hace cero y luego se comporta en sentido contrario, es decir,
decrece la altura y la velocidad va aumentando. Asi también, el
tiempo que tarda en alcanzar su altura maxima, es el mismo que
tarda en caer desde la altura alcanzada, hasta la altura desde
donde fue lanzado.

Estas observacionesy analisis realizados, respecto del comporta-
miento del fendmeno fisico descripto, dan cabida a la hipdtesis de
gue es factible modelizarlo con una funcién cuadratica.

LA GRAFICA DEL TIRO VERTICAL

A partir de las conclusiones previas y con los datos del problema, se
puede realizar el grafico de la siguiente parabola, con el objetivo de
describir la variacion de la altura de la piedra en funcién del tiempo
transcurrido.

altura

(2:20)

(0;0) (4;0) tiempo en segundos

Se puede deducir que los puntos (0;0) y (4;0) pertenecen a la gra-
fica al suponer que, en el momento inicial, la altura de la piedra es
Oy que, al cabo de 4 segundos la altura vuelve a ser cero.

Si bien el enunciado, no dice en qué instante la piedra alcanza la
altura maxima, por una cuestion de simetria del modelo cuadrati-
co, y/o teniendo en cuenta el contexto, se puede deducir que, la
piedra alcanza su altura maxima de 20 metros a los 2 segundos de
ser lanzada.

FORMA FACTORIZADA Y LA INTERSECCION

DE LA PARABOLA CON EL EJE X

Consigna: indicar cudl de estas formulas puede representar la
situacion planteada en el grafico, donde x representa el tiempo en
segundos y f(x) representa la altura de la piedra en cada momento.

a\ f(x)=-5-x-(x~-4) b\ f(xX)=5-x-(xX-4) c\ f(x) =-5x2 + 20



La férmula ¢) no puede ser porque, cuando x=0, la funcién toma
el valor 20y, si fuera la formula que representa la situacion, deberia
tomar el valor O.

Como en la formula b) se encuentran los factores x y (x-4), los
puntos (0,0) y (4,0) verifican la ecuaciéon. Sin embargo, no puede
ser la formula porque, cuando x=2, f(x)= -20 en lugar de 20 como se
espera.

La férmula a) si puede representar la situaciéon, debido a que los
tres puntos senalados verifican la ecuacion.

Tarea 1: Obtener la formula de un segundo tiro vertical, cuya
grafica sea una pardabola que pase por (0;0) y (4,0) pero que, en
lugar de tener un maximo en el punto (2;20) lo tenga en el (2,10)
¢cSerd posible un tiro vertical con estas caracteristicas??

Solucién: Como la parabola que se busca sigue intersectando al
eje x en los puntos (0,0) y (4,0) los factores x y (x - 4) tienen que
seguir en la formula para que la imagen del O y del 4 sigan siendo
0.Sinembargo,como f(2) =-5-2-(2-4) =20, ya no sirve multiplicar
por -5 porgue se necesita que la maxima altura alcanzada sea 10 en
lugar de 20. Se quiere una formula de la forma f*(x) =a - x - (X - 4)
donde el valor del parametro a ya no es -5. Como el objetivo es
llegar a la mitad de altura que en el primer tiro vertical, y los facto-
res Xy (x -4) siguen valiendo lo mismo que en el primer tiro vertical,
se puede deducir que el pardmetro a se reduce a la mitad, es decir
que a = -5/2.

Esta idea se puede generalizar diciendo: si se quiere obtener una
parabola que pase por (0,0) y (4,0) y cuyo vértice sea (2,k), siendo k
un valor cualquiera, se puede plantear la ecuacién:
*(2)=a-2-(2-4)=k,quedando a = k/(-4).

. . Observacion: en esta forma factorizada de la funcién cuadratica, si la funcién toma

un valor maximo, este valor maximo sera mayor que ceroy, el parametro a tomara un
. . valor negativo debido a que el producto de factores (x - Xo) Y (X - X;) serd negativo por
. . tener signos distintos cuando x tome valores entre X, Yy X,.

Tarea 2: Obtener la férmula de una funcién cuadratica cuya gra-
fica sea una parabola que intersecte al gje x en x=2 y x=6 y cuyo
valor maximo sea 20.

Solucién: ahora, como la pardbola intersecta al eje x en otros
valores, la formula tendra la forma f, (X) =a - (x - 2) - (x - 6). Ademas
el producto (x - 2) - (x - 6) en x=4 tendra el mismo valor que el pro-
ducto X - (X - 4) en x=2 (¢por qué?) y, como la parabola alcanza la
misma altura maxima que la parabola del primer tiro vertical pode-
mos afirmar que a =-5también ahora. Finalmente la férmula de la
funcién cuadratica buscada esf, (x) =-5-(x-2) - (x - 6).

2En un estudio mas profundo del tiro vertical se puede ver que, para que sea posible un tiro vertical con estas Ultimas
caracteristicas, la aceleracion de la gravedad deberia disminuir.



PROBLEMA 3: TEMPERATURAS Y MINIMO . .

DE LA FUNCION CUADRATICA

El siguiente grafico de una funcién cuadratica describe la tem-
peratura (en °C) registrada en la ciudad de Esquina de la provincia
de Corrientes, desde las O hasta las 7 de la manfana en el dia mas
frio del ano. La temperatura minima fue de -2 °C a las 3 de la
manana.

Temperatura °C
(7. 6)

(0: 2,5)

Hora del dia

(3:-2)

Teniendo en cuenta la simetria de la funcidn cuadratica se
pueden responder a preguntas como: ;Cual fue la temperatura a
las O horas? A las 5 de la manana la temperatura fue de 0 °C ;en
gué otro horario se registré esa temperatura? ; COmo lo obtuviste?
¢Cuadl es la temperatura a las 6 de la manana? La idea es responder
las preguntas sin estar adivinando el valor, o sea, dar argumentos
de porqué el valor propuesto es el que tiene que ser.

Luego se puede plantear una consigna similar a la propuesta en
el problema del tiro vertical y cuya respuesta se obtiene de manera
similar: indica cudl de estas formulas puede representar la situa-
cion planteada en el grafico, donde x representa la hora del dia y
f(x) la temperatura registrada en cada momento.

a\ f(x) =-0,5 (x-1) (x-5) b\ f(x)=x2+25 c\ f(x) =0,5 (x-1) (x-5)

En este ejemplo, a diferencia de los problemas vistos hasta el
momento, la parabola tiene un minimo y las ramas se orientan
hacia arriba. La férmula que representa la situacion es la opcion c)
donde el factor a = 0,5 es positivo. El factor a tiene que ser positivo
porque el producto de los factores (x - 1) (x - 5) es negativo cuando
xtomavalores entre 1y 5;y, al ser a positivo, la funcién toma valores
negativos en el intervalo (1;5) alcanzando el minimo cuando x = 3.

Observacion: en esta forma factorizada de la funcidon cuadratica, si la funcién toma
un valor maximo, este valor maximo sera mayor que ceroy, el parametro a tomara un
valor negativo debido a que el producto de factores (x - Xo) Y (X - X,) serd negativo por
tener signos distintos cuando x tome valores entre X, Yy X;.



Sintetizando: Las formulas del tipo f(x) =a - (x - X;) - (X - X,) corres-
ponden a funciones cuadraticas. La letra a representa un ndmero
real que no puede ser 0. Ademas, X, Yy X, representan las raices de
la funcidon. Esta expresion de la formula de la funcidon cuadratica se
llama factorizada y permite representar las funciones cuadraticas
gue tienen raices reales.

El valor de aen la férmula indica la orientacién de la pardbola: si
a es positivo, las ramas de la parabola se orientan hacia arriba, y si a
es negativo, se orientan hacia abajo.

Supongamos que en el problema de los rectangulos de distinta
area y perimetro constante igual a 50 se pregunta: ;cuanto mide la
base de un rectangulo si se sabe que la superficie es de 128,16 cm?2?

Una posibilidad seria buscar la solucidén por tanteo, es decir
probar con distintos valores de la variable x hasta encontrar uno
qgue cumpla con laigualdad: x- (25 - x) =128,16

Pero, ;qué sucede si se pretende resolver con un método alge-
braico?, es decir ;qué sucede si se quiere “despejar” la x en la ecua-
cion? Parece ser que, al no poder “juntar” las x, no es posible despe-
jar la incognita.

Sin embargo, existe el recurso algebraico “completar cuadrados”
que permitira “juntar” las x para luego si despejarla. Como
X (25 - x) = -1 x (x - 25), se puede escribir:

X2 - 25x =-128,16 = x2 - 25x + 12,52 = -128,5 + 12,52 = (x - 12,5)2 = 28,09

Con este recurso algebraico se logré que la x aparezca una sola
vez en la ecuacién y de esta manera se puede despejar la variable.

Despejando x, se llega a dos valores posibles: x -125=53
ox-125=-53porloquex=1780x=72

Es decir que, volviendo al problema, hay dos rectangulos posi-
bles, uno con base de 7,2y otro de 17,8 que tiene como area 128,16.

Ademas de poder resolver esta ecuacion (también se podrian
resolver otras similares en forma analoga), la técnica de completar
cuadrados, permite obtener otra forma de escribir la formula de la
funcién cuadratica que, como se verda, es muy Util para responder
determinadas cuestiones.

. . FORMA CANONICA DE LA FUNCION CUADRATICA

La funcion f definida por la férmula factorizada f(x) =-1-x - (x - 25)
se puede escribir de otra manera:

f(x) =-1-x-(x-25)=-1(x2-25x) =-1(x2-25x +12,52) +12,52 =
=-1(x-12,5)2 + 156,25

Es decir que se encontrd otra forma de escribir la funcidn cua-
dratica: f(x) = -1 (x - 12,5)2 + 156,25 ;qué representan el 12,5 y el 156,257



*

Ca s
\\J-/:/

Recordar que, teniendo en cuenta el contexto del primer proble-
ma, se demostré geométricamente que 12,5 es la medida del lado
del rectangulo (un cuadrado en este caso) de mayor area y 156,25
es justamente el area de ese rectangulo. Graficamente el punto
(12,5; 156,25) es el vértice de la parabola, pero, todavia no se realizd
una demostracién analitica de que este punto es el maximo de la
funcion.

LA FORMA CANONICA B .
Y NUEVAS POSIBILIDADES —

Recordar que, en el primer ejemplo, para demostrar que la funcién
tiene un maximo en x = 12,5 utilizamos en contexto geomeétrico.
Pero no lo hicimos algebraicamente teniendo en cuenta la féormula
de la funcién. Utilizando la forma candnica es posible demostrar
esto algebraicamente partiendo de la expresion (x - 12,5)2 que es
mayor o igual que cero cualquiera sea el valor de x por tratarse de
una expresion elevada al cuadrado.

Como (x-12,5)220,-5- (x-12,5)2 < 0y sumando miembro a miem-
bro 156,25 se tiene que -5 - (x - 12,5)2 + 156,25 < 156,25.

Es decir que f(x) < 156,25 cualquiera sea el valor de xy, como el
Unico valor donde f alcanza este valor es en x = 12,5 ; se puede afir-
mar que la funcién tiene un maximo en el punto (12,5 ; 156,25),
vértice de la pardbola.

Veamos la forma candnica de la funcién cuadratica con la que
describimos el tiro vertical:

f(x) =-5-x-(x-4)

f(x) =-5(x2-4x)=-5(x2-4x+22)+20=-5(x-2)2+20

En forma similar al ejemplo anterior, ahora se puede demostrar
de manera algebraica, que la funciéon tiene un maximoen x =2,y
gue éste vale 20. Ademas, de la férmula escrita en esta forma cané-
nica, se puede “extraer” las coordenadas del punto maximo de la
parabola y decir que el punto (2; 20) es el vértice de la parabola.

Notar que el -5 aparece en las dos férmulas (la factorizada y la
candnica) y, como se vio en la forma factorizada, si el valor es nega-
tivo, significa que las ramas de la parabola se orientan hacia abajo,
y si es positivo se orientan hacia arriba.

Por ejemplo:
En el problema 2, se puede preguntar: ;al cabo de cuanto
tiempo la piedra alcanza 10 metros de altura?

Notar primero que, si la piedra alcanza 20 metros de altura al
cabo de 2 segundos, no alcanzara 10 metros de altura al cabo de un
segundo, ya que a la mitad de tiempo no le corresponde la mitad
de altura ;por qué?
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Notar también que si se tiene la expresiéon factorizada:

f(x) = -5 x (X - 4) no es posible, despejar x en la ecuacién que se
obtiene de hacer f(x) = 10, es decir, no es posible despejar x en la
ecuacion -5 x (x - 4) = O sin cambiar la forma de su expresiéon. Si se
cambia la funcién a la forma candnica, si es posible resolver la
ecuacion f(x) =10, planteando la igualdad, f(x) =-5 (x - 2)2+ 20 =10
(x-2)2=2 X=2++/2 o) X=2-4/2

Sintetizando: Las formulas del tipo f(x) = a - (x - Xy)? + Yy, corres-
ponden a funciones cuadraticas. Esta expresion de la férmula se
llama canénica.

En este caso, x, e Yy, son dos numeros reales cualesquiera y la
letra a representa un niumero que no puede ser O.

El valor de a en la férmula indica la orientacion de las ramas de
la parabola. Si a es un nUmero positivo, las ramas de la parabola se
orientan hacia arriba y la funcion tiene un minimo. Si a es negati-
VO, las ramas de la parabola se orientan hacia abajo y la funcion
tiene un maximo.

El valor de y, corresponde al maximo o minimo de la funcion.

En el grafico, el punto (xy ;yy) corresponde al vértice de la para-
bola.

Esta forma candnica de la funcidén permite demostrar analitica-
mente que la funcién tiene un MiNiMo o un Maximo y, ademas,
permite calcular la o las preimagenes de un valor dado de la
imagen o, lo matematicamente equivalente, resolver ecuaciones

%eﬁtipo f(x) = k.

Yo vértice (x, . %)

Xy

fﬁ') =a'(x'xv)2+)'v

i'




Para finalizar se muestra un cuadro que caracteriza y compara
los modelos lineales y cuadraticos.

Aspecto a comparar

Modelo lineal

Modelo cuadratico

Tipo de variacion.

La variacion de la funcién es
constante: a variaciones
iguales de la variable
independiente le corresponden
variaciones iguales de la
variable dependiente.

La variacion de la funcién no es
constante: la variacion de la
funcién varia linealmente.

Crecimiento y
decrecimiento.

La funcién es creciente o
decreciente en todo el dominio
donde esta definida.

La funcién crece en un tramo y
decrece en otro tramo.

Dominio e imagen.

La funcidn lineal se puede
definir en el conjunto de los
numeros reales, es decir que
tanto el dominio como la
imagen de la funcién no se
encuentran acotadas.

Las funciones cuadraticas
tienen como dominio, a todos
los nimeros reales, pero
alcanzan un minimo o un
maximo, en un punto que se
llama vértice de la funcion.

Clasificacion.

La funcién lineal es inyectiva:
cada valor de la imagen tiene
un unico valor como pre
imagen.

La funcion es sobreyectiva:
todos los numeros reales son
imagen de algun numero del

conjunto de partida.

La funcién no es inyectiva: cada
valor de la imagen (salvo el
valor maximo o minimo) tiene
dos valores posibles como pre
imagen.

La funcion no es sobreyectiva:
Existen niumeros reales que no
forman parte del conjunto
imagen de la funcion.

Forma de la grafica.

La grafica de la funcion es una
recta.

La grafica de la funcion es una
parabola.

Raices o ceros.

Una funcién lineal tiene una
Unica raiz. La grafica
intersecta al eje x en un Unico
punto.

Una funcién cuadratica puede
tener una, dos o ninguna raiz.
La grafica puede intersectar o
no al eje x, en caso de hacerlo,
puede ser en uno o dos puntos.

Simetria.

La grafica no presenta
simetrias.

La grafica es simétrica respecto
a la recta vertical que pasa por
el vértice de la parabola. Esta

recta se llama eje de simetria de

la parabola.

Formas de la férmula.

Con la forma explicita de la
funcion (f(x) =ax+b ) se
pueden realizar las tareas
requeridas en el nivel
secundario.

Segun la tarea que se quiera
desarrollar, conviene trabajar
con una u otra expresion. En
este documento hemos
trabajado se trabajé con dos
formas de la funcién cuadratica.
La forma factorizada:
fG)=a-(x—x1) (x—x2)
La forma canonica:
fx) =a'(x_xv)2+yv




BIBLIOGRAFIA

e Disefo Curricular Jurisdiccional. Ciclo Orientado de la Educaciéon Secunda-
ria. Bachiller en Ciencias Sociales. (20I6) Ministerio de Educacidén de la provin-

cia de Corrientes. {LLLKL

e Sessa, C. (2005): Iniciacién al estudio didactico del algebra. Editorial Libros
del Zorzal.

e Sessa, C. y otros (2014): Aportes para la ensefanza. Nivel Secundario. Mate-

matica. Funcion cuadratica, parabola y ecuaciones de segundo grado. Fun-
ciones de 2do grado. Ministerio de Educacion de la Ciudad de Buenos Aires.

KKK

3R




CORRIENTES

Ministerio de Educacién
Direccidon de Planeamiento e Investigacion Educativa

DR. GUSTAVO VALDES
GCOBERNADOR DE CORRIENTES

LIC. PRAXEDES YTATI LOPEZ
MINISTRA DE EDUCACION



https://www.mec.gob.ar/
https://www.corrientes.gob.ar/
https://instagram.com/reina_a_caballo?igshid=YmMyMTA2M2Y=
https://instagram.com/praxedeslopezok?igshid=YmMyMTA2M2Y=
https://instagram.com/gustavovaldesok?igshid=YmMyMTA2M2Y=

